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RINGKASAN

Leptospirosis merupakan jenis penyakit mematikan yang disebabkan oleh bakteri Leptospira
dan ditemukan di sebagian besar belahan dunia. Penyakit ini menyebar tidak hanya di daerah
tropis tetapi juga subtropis. Bakteri penyebab penyakit leptospirosis berbentuk spiral dan
dikenal sebagai penyakit yang ditularkan melalui perantara hewan (zoonosis). Leptospirosis
menginfeksi manusia melalui urin hewan yang terinfeksi atau secara tidak langsung melalui
air, tanah, atau makanan yang terkontaminasi urin hewan yang terinfeksi. Ada dua fase
terjadinya manifestasi penyakit leptospirosis, yaitu fase pertama (Septicemic) akan
memberikan manifestasi klinis berupa demam, menggigil, sakit kepala, nyeri otot, muntah, atau
diare; sedangkan fase kedua (Immune) terjadi lebih parah dengan kemungkinan pasien
mengalami gagal ginjal, gagal hati, meningitis dan kematian. Meskipun case fatality rate
(CFR) akibat leptospirosis di Indonesia menurun sejak tahun 2017 dari 16.9% menjadi 9.1%,
tetapi berdasarkan data yang diperoleh dari kementerian kesehatan, jumlah pasien leptospirosis
di Indonesia mengalami peningkatan dalam kurun waktu 4 tahun terakhir, sebanyak 640, 894,
920, dan 1170 kasus nasional.

Kebijakan penanganan kasus penyebaran penyakit leptospirosis dapat dilakukan melalui
analisis sistem dinamik model matematika. Sayangnya, sistem dinamik penyebaran penyakit
yang dibangun pertama kali oleh Kermack-MacKendrik (1927) hanya berdasarkan pada
wawasan Yyang dimiliki oleh manusia pada saat itu, sehingga sistem tidak dapat
mengakomodasi kompleksitas masalah yang ditemui saat ini dan tidak dapat memanfaatkan
ketersediaan data hasil pengembangan teknologi informasi yang berupa big data. Semakin
banyak data yang digunakan dalam mengkonstruksi sistem dinamik maka akan lebih banyak
informasi yang akan diperoleh dari hasil analisis dinamik fenomena penyebaran penyakit.
Dengan berkembangnya ilmu pengetahuan di bidang Artificial Intelligence khususnya
algoritma dalam machine learning memungkinkan untuk mengkonstruksi model matematika
dari suatu sistem dinamik penyebaran penyakit. Algoritma ini dapat mentransformasi informasi
big data ke dalam suatu matriks yang berukuran n x n sehingga dapat dikonstruksi menjadi
sistem dinamik baru yang dapat mengakomodasi kompleksitas masalah yang ada pada saat ini.

Tujuan penelitian adalah mengkonstruksi sistem dinamik penyebaran penyakit
leptospirosis melalui data-driven model berbasis machine learning. Sistem dikonstruksi dengan
memanfaatkan informasi yang dapat memberikan gambaran analisis matematis secara utuh
terhadap pola penyebaran penyakit leptospirosis. Selanjutnya, sistem akan memberikan

rekomendasi apakah penyakit ini akan terus berada di suatu populasi atau akan menghilang



dengan sendirinya. Sistem ini dapat dimanfaatkan sebagai landasan untuk pengembangan
penelitian di bidang epidemiologi. Penelitian akan dilakukan selama delapan bulan dengan
rincian kegiatan sebagai berikut: 1) melakukan kajian pustaka tentang penyebaran penyakit
leptospirosis, data-driven model, dan machine learning; 2) mengumpulkan informasi
penyebaran penyakit leptospirosis di Indonesia dan Malaysia; 3) menganalisis data
menggunakan algoritma machine learning; 4) mengkonstruksi sistem menggunakan data-
driven model; 5) memvalidasi model penyebaran penyakit leptospirosis; 6) melakukan analisis
sistem yang meliputi: i. analisis kestabilan, ii. penentuan bilangan reproduksi dasar, dan iii.
prediksi penyebaran penyakit di masa yang akan datang.

Luaran berupa sistem dinamik penyebaran penyakit leptospirosis yang dikonstruksi melalui
data-driven model berbasis machine learning yang dilengkapi dengan analisis matematisnya.
Selain itu, penelitian ini juga menargetkan untuk mengikuti satu kegiatan seminar internasional
sebagai luaran dan buku ajar sebagai luaran wajib dan satu artikel pada jurnal internasional
sebagai luaran tambahan. Selain itu, peneliti menargetkan peningkatan nilai TKT menjadi 3
pada akhir tahun penelitian.

Pada penelitian ini telah dihasilkan model penyebaran penyakit Leptospirosis untuk model
determinsitik dengan memperhatikan populasi tikus sebagai penyebab utama penyakit ini.
Langkah selanjutnya yang akan dilakukan dalam penelitian ini adalah menggunakan algoritma
di dalam machine learning yaitu Linear Regression untuk mendapatkan nilai dari parameter-
parameter yang ada di dalam model. Hasil awal dari penelitian ini yang berupa model
matematika penyebaran penyakit leptospirosis telah diseminarkan pada Symposium on
Biomathematics 2022 pada tanggal 31 Juli sampai dengan 02 Agustus 2022. Model yang
dihasilkan juga telah dianalisis secara matematis terkait dengan penentuan titik kritis dan basic
reproduction number.

Kata kunci: Pemodelan, Penyebaran Penyakit, Leptospirosis, Analisis Dinamik
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BAB 1. PENDAHULUAN

Leptospirosis merupakan salah satu jenis penyakit mematikan yang disebabkan oleh
bakteri Leptospira dan ditemukan di seluruh dunia. Menurut World Health Organization
(WHO) penyakit ini menyebar tidak hanya di daerah tropis tetapi juga subtropis dengan angka
kejadian per tahun untuk negara subtropis berkisar antara 0,1-1 kasus untuk setiap 100.000
penduduk, sedangkan di negara tropis angka kejadian per tahun berkisar antara 10-100 kasus
untuk setiap 100.000 penduduk [1].

Menurut Pheng Soo dkk (2020), leptospirosis merupakan endemik di negara
berkembang seperti Malaysia di mana ribuan kasus dilaporkan setiap tahunnya. Berdasarkan
Kenyataan Akhbar Kementerian Kesihatan Malaysia pada 6 Juli 2020, jumlah kasus
Leptospirosis di negara Malaysia berkisar antara 4.000 hingga 4.500 kasus secara nasional
setiap tahunnya. Sampai dengan tanggal 27 Juni 2020, telah dilaporkan sebanyak 1.484 kasus
dimana jumlah kasus ini lebih sedikit jika dibandingkan tanggal yang sama pada tahun
sebelumnya sebanyak 2.589 kasus [2], [3].
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Gambar 1. Kasus penyebaran penyakit leptospirosis di Malaysia

Sementara di Indonesia, menteri kesehatan melalui Permenkes RI No.
1501/Menkes/Per X/2010 menggolongkan leptospirosis ke dalam jenis penyakit menular
tertentu yang dapat menimbulkan wabah di masyarakat. Berdasarkan data yang diperoleh dari
kementerian kesehatan menyebutkan bahwa di Indonesia pada tahun 2019 terdapat 9 propinsi
yang melaporkan adanya temuan kasus penyakit leptospirosis, yaitu DKI Jakarta, Jawa Barat,
Jawa Tengah, DI Yogyakarta, Jawa Timur, Banten, Kalimantan Utara, Sulawesi Selatan, dan
Maluku. Pada kurun waktu ini, terdapat 920 kasus leptospirosis secara nasional di mana terjadi
peningkatan jumlah kasus jika dibandingan tahun sebelumnya sebanyak 894 kasus nasional.
Pada tahun 2020, terjadi lagi jumlah peningkatan kasus leptospirosis secara nasional menjadi
1.170 kasus [4], [5].



SITUASI LEPTOSPIROSIS DI INDONESIA
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Gambar 2. Kasus penyebaran penyakit leptospirosis di Indonesia

Meskipun terjadi penurunan case fatality rate (CFR) untuk penyakit leptospirosis di
Indonesia dari 16.9% di tahun 2017 menjadi 9.1% pada tahun 2020 namun angka penurunan
ini masih tergolong tinggi. Menurut International Leptospirosis Society (ILS), angka CFR
untuk kasus leptospirosis di Indonesia terletak pada interval 2,5% - 16,45% atau rata-rata 7,1%.
Sementara, kasus infeksi ringan diperkirakan terjadi pada 90 persen kasus penderita penyakit
leptospirosis. Pasien dengan usia di bawah lima tahun, lansia di atas usia 50 tahun dan penderita
immunocompromised merupakan pasien dengan resiko kematian yang cukup tinggi [6].

Jika melihat resiko kematian yang diakibatkan oleh penyakit leptospirosis, maka
penyakit ini tidak dapat dianggap remeh. Perlu diadakan suatu pemikiran dan penelitian
mendalam tentang penyakit ini. Penelitian terhadap penyakit ini diharapkan tidak hanya berasal
dari pihak-pihak yang mendalami ilmu kesehatan, tetapi juga pihak-pihak dari bidang ilmu
yang lainnya seperti matematika terapan.

Dalam bidang ilmu matematika terapan, sistem dinamik dikenal sebagai suatu sistem
yang terdiri dari persamaan-persamaan yang memuat turunan fungsi dari satu atau lebih
variabel di mana sistem ini mampu menggambarkan fenomena yang terjadi di alam. Sistem
dinamik dalam bidang epidemiologi pertama kali dikonstruksi oleh Kermack-McKendrick
(1927) untuk memodelkan penyebaran penyakit menular dari satu populasi tertutup melalui
pembagian beberapa sub-populasi. Sayangnya, sistem ini hanya berdasarkan pada wawasan
yang dimiliki oleh manusia pada saat itu sehingga sistem tidak dapat mengakomodasi
kompleksitas masalah yang ditemui sekarang dan tidak dapat memanfaatkan ketersediaan data
yang melimpah hasil pengembangan teknologi informasi berupa big data.

Perkembangan ilmu di bidang Artificial Intelligence khususnya algoritma machine
learning memungkinkan untuk mengkonstruksi model matematika suatu sistem dinamik
penyebaran penyakit. Algoritma ini dapat mentransformasikan informasi big data ke dalam

suatu matriks yang berukuran n x n sehingga dapat dikonstruksi menjadi sistem dinamik baru
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yang dapat mengakomodasi kompleksitas masalah yang ada pada sekarang. Model yang
dibangun berdasarkan informasi big data ini dikenal sebagai data-driven model.

Jumlah penyebaran penyakit Leptospirosis yang endemik di negara Malaysia dengan
ribuan kasus yang dilaporkan setiap tahunnya akan menjadi big data yang akan menjustifikasi
model penyebaran penyakit Leptospirosis di Indonesia. Model yang dikembangkan dari data
Indonesia akan digunakan sebagai data latih yang selanjutnya akan digunakan untuk
menjustifikasi model dengan big data penyebaran penyakit Leptospirosis di Malaysia.
Selanjutnya, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah: "Bagaimana mengkonstruksi sistem

dinamik penyebaran penyakit leptospirosis berbasis machine learning?"



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

A. Leptospirosis

Leptospirosis merupakan salah satu jenis penyakit mematikan yang sering ditemukan
di masyarakat. Sama halnya dengan penyakit demam berdarah, insiden penyebaran penyakit
ini banyak terjadi pada saat musim penghujan. Bakteri leptospira sebagai penyebab dari
penyakit ini, dapat dengan mudah berkembang biak pada genangan-genangan air kotor yang
biasa terbentuk selama musim hujan.

Penyakit dengan resiko kematian yang cukup tinggi ini merupakan penyakit yang
tergolong ke dalam jenis penyakit zoonosis artinya penyakit ini merupakan penyakit yang
menyerang hewan tetapi dapat pula menjangkiti manusia. Beberapa hewan seperti sapi,
kambing, domba, kuda, babi, anjing dapat terinfeksi oleh penyakit leptospirosis. Sementara,
penyebaran penyakit ini terjadi melalui hewan perantara seperti tikus, babi, sapi, kambing,
kuda, anjing, serangga, burung, landak, kelelawar dan tupai. Untuk kasus penyakit
leptospirosis yang ditemukan di Indonesia, penyebaran penyakit ini lebih sering ditemukan
melalui hewan perantara tikus.

Air kencing dari tikus yang telah terinfeksi oleh bakteri leptospira terbawa air kemudian
masuk ke dalam tubuh manusia melalui permukaan kulit yang terluka, selaput lendir mata dan
hidung. Selain itu, penularan penyakit ini dapat pula terjadi melalui makanan atau minuman
yang sebelumnya telah terkontaminasi air kencing tikus yang terinfeksi leptospira. Sampai
dengan saat ini, tidak ditemukan adanya kasus penyebaran penyakit leptospirosis melalui satu
pasien ke pasien yang lain atau tidak terjadi penularan antara manusia dengan manusia. Skema
penyebaran penyakit leptospirosis melalui hewan perantara tikus dapat dilihat pada gambar 3

berikut ini.
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Gambar 3. Penyebaran penyakit leptospirosis oleh tikus



Dari skema gambar tersebut, dapat diketahui bahwa penyakit leptospirosis yang
menyerang manusia dapat mengakibatkan terjadinya komplikasi terhadap penyakit-penyakit
lain dalam tubuh manusia seperti: meningitis, gangguan fungsi hati/liver, jantung, paru-paru,
dan ginjal. Selain itu, seperti telah disebutkan di atas bahwa penyakit ini juga dapat
mengakibatkan kematian bagi seseorang.

B. Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan salah satu bahan kajian dalam bidang ilmu matematika
terapan di mana sistem ini sering diidentifikasikan sebagai model matematika yang memuat
beberapa persamaan diferensial pada kasus kontinu dan beberapa persamaan beda hingga pada
kasus diskrit. Sistem ini sendiri mempelajari tentang perubahan yang terjadi pada suatu
keadaan tertentu seiring terjadinya perubahan waktu [7], [8], [9]. Dalam hal ini dapat diketahui
apakah sistem tersebut stabil menuju keadaan tertentu atau tidak stabil.

Bentuk umum sistem homogen yang memuat n persamaan diferensial biasa linier orde

satu dengan koefisien konstan dapat dituliskan sebagai berikut

' _
x1(t) = a11X1 + agpxp + 0+ Ay

' _
x3(t) = az1x1 + AxpXxy + -+ Ay

’ _
xn(t) = Ap1X1 + ApaXp + o+ AppXy

Bentuk ini dapat dinyatakan dalam notasi berikut

x' = Ax
di mana
x1(t) aj; Q2 0 Qg
x(=| 20 | a=| 2 2
Xn (1) An1 Qn2 = Qnn

Matrik A merupakan matrik n x n yang berisi nilai parameter dari suatu sistem dinamik.
Kestabilan sistem diperoleh melalui analisis nilai eigen dari matriks A. Untuk kasus sistem
dinamik yang memuat beberapa persamaan diferensial non linier maka langkah awal yang
dilakukan adalah linearisasi untuk mendapatkan matriks Jacobian. Pencarian nilai eigen untuk
matriks A atau matriks Jacobian dilakukan untuk menentukan kestabilan sistem. Berdasarkan
nilai eigen dapat diketahui kestabilan sistem melalui kriteria sebagai berikut:

Jika Re(Ai) <0 maka titik kesetimbangan x' dikatakan stabil asimtotik.
jika Re(Ai) < 0 maka titik kesetimbangan x’ dikatakan stabil.
jika Re(Ai) > 0 maka titik kesetimbangan x’ dikatakan tidak stabil



Dalam bidang epidemiologi, kestabilan sistem dinamik digunakan untuk melihat
apakah suatu penyakit akan hilang dari populasi manusia untuk waktu tertentu atau justru
penyakit ini akan tetap berada pada populasi manusia untuk periode waktu yang lama. lImuwan
yang pertama kali mengembangkan sistem dinamik terkait penyebaran penyakit menular
adalah Kermack-MacKendrick pada tahun 1927. Sistem ini dikenal dengan nama model
matematika SIR, di mana dalam populasi yang konstan dan tertutup, Kermack-MacKendrick
membagi populasi manusia ke dalam sub-populasi susceptible, sub-populasi infected, dan sub-
populasi recovery [10], [11], [12]. Potensi penyebaran penyakit terjadi setelah ada kontak
antara individu pada sub-populasi infected dengan individu yang berada pada sub-populasi
susceptible. Selanjutnya, individu ini akan masuk ke dalam sub-populasi recovery jika telah
sembuh dari penyakit.

C. Perkembangan Sistem Dinamik Berbasis Kermack-MacKendrick Model

Dalam perkembangannya, beberapa ilmuwan menggabungkan sistem dinamik berbasis
Kermack-MacKendrick Model menjadi beberapa model baru. Sistem-sistem ini tetap
menggunakan asumsi yang sama Yyaitu populasi bersifat konstan dan tertutup. Berikut ini
beberapa model yang telah dikembangkan.

1. Model SIR [13].
Model ini memperhatikan transmisi penyakit yang terjadi dari sub-populasi manusia sehat ke

sub-populasi terinfeksi selanjutnya ke sub-populasi manusia sembuh

ds _ BIS
@& N
dl  BIS
-~ M
dR

M

S adalah sub-populasi manusia rentan (Susceptible)
I aalah sub-populasi manusia terinfeksi (Infected)

R adalah sub-populasi manusia yang telah sembuh dari penyakit (Recovery)
as dl
dat’dt’

N adalah total populasi manusia

dan Z—f merepresentasikan laju pertumbuhan tiga sub-populasi pada waktu t

B dan y parameter yang menjelaskan tentang interaksi antara tiga sub-populasi
2. Model SIR dengan dinamik vital dan konstan populasi [13].

Model ini dilengkapi dengan rata-rata kelahiran dan kematian.



ds
—=A—uS—pIS

dt

dl
Ez,BIS—yI—uI
dR

E:}/I—MR

A dan u parameter yang menjelaskan tentang kelahiran dan kematian
3. Model SIS [14], [17]

Model ini tidak memperhatikan sub-populasi manusia yang telah sembuh dari penyakit.
ds BIS

N A
dt R
dl IS ,
a_ N 7

4. Model MSIR [15]
Model ini memperhatikan vertikal transmisi yang menggambarkan penyebaran penyakit dari

seorang ibu kepada anak yang lahir dari rahimnya.

dM
ar =B—-6M —uM
ds
Ezé\M—MS—ﬁIS

dI—IS I —ul
dt—ﬁ yI—u

dR
T yl — uR
M adalah sub-populasi manusia yang dilahirkan dari seorang ibu (Maternally derived
immunity)
B dan p parameter yang menjelaskan tentang kelahiran dan kematian
5. Model SEIR [16], [17]
Model ini memperhatikan sub-populasi yang terinfeksi penyakit tetapi belum dapat

menyebarkan penyakit tersebut ke individu sehat lainnya (Exposed)

ds BIS
N TS
dE  PIS
&N e
dl
EzaE—yl—/xl
dR

ac VTR



E adalah sub-populasi manusia terinfeksi tetapi tidak belum dapat menularkan penyakitnya
(Exposed)
u parameter yang menjelaskan tentang kelahiran dan kematian

6. Model SEIS [17]

Model ini merupakan modifikasi dari dua model sebelumnya yaitu SIS dan SEIR.

ds
—=B—-pIS—uS+vyl

dt
dE
%zﬁIS—eE—uS
dl
E=EE—]/I—MI

7. Model MSEIR [18]
Model ini merupakan modifikasi dari dua model sebelumnya yaitu MSIR dan SEIR.

M
_dt =B—-6M —uM
das
E=5M—ﬁ’15—u5

dE
EZﬁIS—EE—,LLE
dl
E=EE—uI—yI
dR

a VTR

8. Model MSEIRS [18]
Model ini merupakan modifikasi dari tiga model sebelumnya yaitu MSIR, SIS dan SEIR.

dM

EzB—&M—,uM

ds
E=6M—ﬂ]5—ﬂ5+]/1
dE

E=IBIS—6E—,LLE

dl

EzeE—,uI—yI

dR

ar - VITHR

9. Model Vaksin pada bayi yang baru lahir [19], [20]
Model ini mempertimbangkan pemberian vaksin yang diberikan pada populasi bayi yang baru
lahir (Vaccinated)



ds BIS
=puN(l —p) —pS ——

dt N
dl  BIS
- n MY

dV— NP |%

10. Model Vaksin pada manusia [21]
Model ini mempertimbangkan pemberian vaksin yang diberikan tidak pada populasi bayi yang

baru lahir (Vaccinated)

ds BIS
E—MN(].—P)—‘LLS—pS—T

av
i UNP + pS — uVv

Meskipun beberapa sistem dinamik berbasis Kermack-MacKendrick Model telah
dihasilkan, sayangnya sistem-sistem tersebut belum dapat menjawab kompleksitas penyebaran
penyakit yang terjadi saat ini seperti misalnya penyebaran penyakit yang terjadi lintas negara,
pemberian vaksin yang berbeda-beda dalam satu negara yang sama, munculnya varian-varian
penyakit dengan gejala yang hampir sama termasuk juga di dalamnya terkait perbedaan musim
antar negara yang turut serta dalam mempercepat proses penyebaran suatu penyakit.
D. Data-Driven Model

Seiring dengan berkembangnya teknologi komunikasi dan informasi saat ini,
memungkinkan diperolehnya informasi big data terkait faktor-faktor yang mempengaruhi
penyebaran suatu penyakit tidak hanya pada suatu daerah tertutup tetapi hingga lintas negara.
Melalui informasi big data, kompleksitas penyebaran penyakit dapat dianalisis secara
matematis melalui sistem dinamik yang dikonstruksi melalui data-driven model [22], [23].

Data-driven model merupakan suatu pendekatan yang dilakukan untuk membangun
suatu model matematika tertentu dengan menggunakan data sebagai acuan atau landasan.
Dalam pelaksanaannya, data driven akan lebih fokus dalam proses analisis, interpretasi, dan
juga penyajian data yang dibutuhkan untuk pemodelan matematika [24].
E. Machine Learning

Sementara, machine learning merupakan cabang dari bidang ilmu Artificial Intelligence
yang berfokus pada penggunaan data dan algoritma untuk meniru cara manusia belajar yang
secara bertahap dapat meningkatkan akurasinya dalam pengolahan data. Salah satu algoritma

yang terdapat dalam machine learning dapat menghasilkan matriks berukuran n x n yang



berasal dari informasi big data. Selanjutnya matriks ini dapat digunakan untuk mengkonstruksi

sistem dinamik penyebaran penyakit tertentu [25], [26].

F. Roadmap Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian yang direncanakan sesuai roadmap pada gambar 4.

Pada penelitian yang telah dilakukan sejak tahun 2019 hingga 2021, peneliti mengkonstruksi

sistem dinamik berbasis pengembangan model yang telah ditemukan pertama kali oleh

Kermack-MacKendrick. Pada tahun 2022 dan 2023, peneliti merencanakan untuk melakukan

pengembangan sistem dinamik berbasis machine learning.

Tahoan 2000-2021 Tahun 2022 Taham 2023

Bangtriks Slstern Dinamik Analists Matematis Sistem
Berysharan Benyakit Gerhasis Dinamik Penyebaran feryakit
Kfachins Learning Barbacis Machine Learning

Konziruka dan Analnis Matemaeta Sitem
Dinamak Penyebanan Pemmicl Berbas
rarmack-Mackendrck Madel

Beberans srkel yang talzh
teruphilish pada jurnal
Communication m Methemiss

Biology and Meurnssense {08) dan

beberapa srithl peda prosidg
seminar IntErnasens] yong
teringdaks Scopus

Hagl penelitian aksn direncakan
untuk menghasilkan saty artikel
pada fyreal internasional
Lereputasi can satu artike
prosiding pada somanar

=capus

Hasll panelitian akan direncakan
untuk menghaslkan satu artikal
P ol int s o]
bereputasi dan satu artike|
prosiding paa seminar
Internasional yang Teringdaks
SCARS

Siatem Dnarmsc
Banyelaran Penyakit
yang dikenstriks) medghy:
Data-Triven Podel
Berhasis bMachine
Lasiming

Aplikasi dari model-model yang dihasilkan akan ditempatkan dalam suatu web yang

dapat diakses oleh masyarakat sehingga hasil dari penelitian ini dapat langsung digunakan oleh

masyarakat.

10




BAB 3. TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

a. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi sistem dinamik penyebaran penyakit
leptospirosis berbasis machine learning. Sistem yang dikonstruksi melalui data-driven model
dengan memanfaatkan informasi big data ini dapat memberikan analisis matematis secara utuh
terhadap pola penyebaran penyakit. Leptospirosis endemik di negara Malaysia dengan ribuan
kasus dilaporkan setiap tahun. Model yang dikembangkan dari data Indonesia akan digunakan
sebagai data latih yang selanjutnya akan digunakan untuk menjustifikasi model dengan big data
di Malaysia
b. Manfaat Penelitian

Saat ini, kebutuhan terhadap analisis penyebaran penyakit semakin meningkat. Hal ini
disebabkan karena hasil analis dapat memberikan rekomendasi tidak hanya keberadaan
penyakit di masa yang akan datang tetapi juga usaha apa yang harus dilakukan dalam mencegah
penyebaran penyakit di suatu populasi. Sistem dinamik yang akan dihasilkan pada penelitian
ini dapat memberikan analisis matematis secara jelas tentang penyakit leptospirosis yang ada
di Indonesia dan Malaysia.

Penelitian diusulkan dengan skema penelitian dasar FMIPA karena penelitian ini akan
menghasilkan satu teori baru dalam perkembangan ilmu matematika terapan yang dilakukan
secara multidisiplin dengan bidang ilmu artificial intelligence dan hasilnya dapat diaplikasikan

pada bidang ilmu lain seperti epidemiologi.
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BAB 4. METODE PENELITIAN

a. Jenis Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian dasar untuk menghasilkan satu teori baru dalam
bidang matematika terapan yang dilakukan secara multidisiplin dengan memanfaatkan bidang
ilmu artificial intelligence dan hasilnya dapat diaplikasikan pada bidang ilmu epidemiologi.
Teori ini akan menjadi dasar dalam pengkonstruksian sistem dinamik penyebaran penyakit
leptospirosis melalui data-driven model berbasis machine learning. Sistem ini selanjutnya akan
dianalisis secara matematis untuk melihat perilaku sistem dan menunjukkan kondisi-kondisi
dimana penyakit ini akan tetap berada di kehidupan manusia atau akan menghilang dengan
sendirinya. Pendekatan yang digunakan adalah pendekatan longitudinal dimana peneliti
melakukan penyelidikan terhadap subjek dalam waktu tertentu.
b. Prosedur Penelitian

Berikut ini diberikan tahapan-tahapan yang disajikan dalam bentuk diagram tentang

pelaksanaan penelitian yang akan dilakukan pada tahun pertama dan tahun kedua.

— a. Kajian tentang sistem dinamik penyebaran penyakit
KajianPustaka | » | b. Kajian tentang data-driven model
c. Kajian tentang machine learning
Y
Pengumpulan Informast | Benvakit menular dengan tingkat penysbaran yang
Big Data tinggl di Indonesia
- - ' -
AnalisisBigdata | »|Algoritma machine learming
L )
Ronstruksi Sistem _ [Mengznaakan data-driven model beshasts
Dinamik *'| machine learning
d a. Karakteristik penyakit dengan tingkat
Validasi sistem penyebaran yvang tinggi di Indonesia
dinamik * | b. Karakteristik penyebaran penyalat
c. Faktor-faktor yang mendukung penyvebaran
penyakit
Analisis Matematis a. Analisis kespabi];m )
Sistem Dinamik | b Penentuan bilangan reprodul_csl _dasar
c. Prediksi penyebaran penyakit di masa vad
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C.

Pembagian Tugas

No

Nama

Peran

Alokasi Waktu

Tugas

1

Rudianto Artiono,
M,Si

Ketua

20 am/minggu

a. Melakukan kajian pustaka
terkait sistem dinamik
penyebaran penyakit
leptospirosis, data-driven
model, dan machine
learning
b. Mengumpulkan informasi
terkait penyakit
leptospirosis di Indonesia
dan Malaysia
c. Analisis big data
menggunakan algoritma
machine learning
d. Konstruksi sistem dinamik
menggunakan data-driven
model
e. Melakukan validasi sistem
dinamik penyebaran
penyakit leptospirosis di
Indonesia dan Malaysia
f. Melakukan analisis
matematis sistem dinamik
yang dikonstruksi melalui
data-driven model berbasis
machine learning, meliputi:
I.  Analisis kestabilan
Ii. Penentuan bilangan
reproduksi dasar

iii. Prediksi penyebaran
penyakit di masa yang
akan datang

g. Penyusunan artikel jurnal
dan artikel prosiding
sebagai luaran penelitian

h. Mengikuti international
conference sebagai luaran
penelitian

i. Administrasi (Penyusunan
proposal, Penyusunan
Laporan tahun kesatu)

Dr. Dian Savitri,
M.Si

Anggota

15 jam/minggu

a. Melakukan kajian pustaka

terkait sistem dinamik
penyebaran penyakit
leptospirosis, data-driven
model, dan machine
learning
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. Mengumpulkan informasi

terkait penyakit
leptospirosis di Indonesia
dan Malaysia

Analisis big data
menggunakan algoritma
machine learning

. Konstruksi sistem dinamik

menggunakan data-driven
model
Melakukan validasi sistem
dinamik penyebaran
penyakit leptospirosis di
Indonesia dan Malaysia
Melakukan analisis
matematis sistem dinamik
yang dikonstruksi melalui
data-driven model berbasis
machine learning, meliputi:
i. Analisis kestabilan
ii. Penentuan bilangan
reproduksi dasar
iii. Prediksi penyebaran
penyakit di masa yang
akan datang

. Penyusunan artikel jurnal

dan artikel prosiding
sebagai luaran penelitian

Budi Priyo Prawoto,
M.Si

Anggota

15 jam/minggu

a.

Melakukan kajian pustaka
terkait sistem dinamik
penyebaran penyakit
leptospirosis, data-driven
model, dan machine
learning

. Mengumpulkan informasi

terkait penyakit
leptospirosis di Indonesia
dan Malaysia

. Analisis big data

menggunakan algoritma
machine learning

. Konstruksi sistem dinamik

menggunakan data-driven
model

. Melakukan validasi sistem

dinamik penyebaran
penyakit leptospirosis di
Indonesia dan Malaysia

. Melakukan analisis

matematis sistem dinamik
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yang dikonstruksi melalui
data-driven model berbasis
machine learning, meliputi:
i. Analisis kestabilan
ii. Penentuan bilangan
reproduksi dasar
iii. Prediksi penyebaran
penyakit di masa yang
akan datang
g. Penyusunan artikel
jurnal dan artikel
prosiding sebagai
luaran penelitian

Dimas Avian
Maulana, M.Si

Anggota

15 jam/minggu

. Melakukan kajian pustaka

terkait sistem dinamik
penyebaran penyakit
leptospirosis, data-driven
model, dan machine
learning

. Mengumpulkan informasi

terkait penyakit
leptospirosis di Indonesia
dan Malaysia

. Analisis big data

menggunakan algoritma
machine learning

. Konstruksi sistem dinamik

menggunakan data-driven
model

. Melakukan validasi sistem

dinamik penyebaran
penyakit leptospirosis di
Indonesia dan Malaysia

. Melakukan analisis

matematis sistem dinamik

yang dikonstruksi melalui

data-driven model berbasis

machine learning, meliputi:

i. Analisis kestabilan

ii. Penentuan bilangan
reproduksi dasar

iii. Prediksi penyebaran
penyakit di masa yang
akan datang

. Penyusunan artikel jurnal

dan artikel prosiding
sebagai luaran penelitian
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BAB 5. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Leptospirosis

Leptospirosis adalah penyakit zoonosis yang penting di seluruh dunia yang disebabkan
oleh spirochetes patogen berbentuk spiral dari genus Leptospira. Penyakit ini menyebar secara
sporadis tidak hanya di daerah tropis tetapi juga di daerah sub tropis, termasuk Eropa [27, 28],
Afrika [29], Amerika [30, 31], Asia [32, 33, 34] dan Australia [35, 36]. Penyakit ini juga
dikenal sebagai salah satu penyakit zoonosis global terkemuka dengan perkiraan 1,03 juta
kasus dan 58.900 kematian setiap tahun [37]

Pertama kali dikenal sebagai penyakit yang diderita oleh pekerja dengan beberapa jenis
pekerjaan tertentu, leptospirosis menginfeksi pekerja saluran pembuangan pada tahun 1883.
Pada tahun 1886, dokter Jerman Adolf Weil menemukan empat pasien dengan manifestasi
klinis penyakit ini, yang meliputi gejala penyakit kuning parah, demam, pembesaran hati, dan
gagal ginjal [38]. Selanjutnya pada tahun 1987, Goldsmith memberi nama penyakit tersebut
sebagai penyakit Weil. Penyakit ini juga memiliki nama lain di beberapa negara seperti Swamp
fever, Mud fever, Autumn fever (Akiyami), Swineherd’s disecase, Rice-field fever, Cane-
cutter’s fever, Hemorrhagic Jaundice, Stuttgart disease, Canicola fever, Redwater of Calves
[39, 40]. Selanjutnya pada tahun 1915, Inada berhasil mengisolasi bakteri Leptospira
icterohemorrhagiae sebagai penyebab penyakit Weil [41]. Hingga saat ini, terdapat 20 genus
spesies Leptospira berdasarkan studi hibridisasi DNA yang terdiri dari tiga leptospires utama,
yaitu, leptospires patogen, menengah, dan saprofit (non-patogen) [42, 43].

Bakteri patogen menginfeksi manusia dan hewan dengan tikus dikenal sebagai hewan
pembawa penyakit (vector) untuk penyakit ini. Padahal, jika terinfeksi oleh bakteri, tikus tetap
hidup normal. Hampir semua spesies tikus adalah reservoir yang baik untuk penyebaran
penyakit leptospirosis [44, 45]. Bakteri berkembang biak dan tumbuh dengan baik di ginjal
tikus. Bakteri ini menyebar melalui urin tikus dan kemudian akan mencemari lingkungan.
Manusia dan hewan yang kontak dengan air, tanah, dan lumpur yang terkontaminasi dengan
mudah terinfeksi oleh penyakit leptospirosis [46]. Dalam kasus manusia, bakteri ini masuk ke
tubuh melalui mukosa seperti mulut, hidung, dan mata. Bakteri juga masuk ke tubuh manusia
melalui kulit yang rusak. Orang-orang yang bekerja sebagai petani, peternak, tukang kebun,
dan tukang daging akan lebih rentan terhadap penyakit ini [47, 48]. Beberapa hewan seperti
kucing, anjing, babi, kuda, dan sapi juga mudah terinfeksi oleh bakteri. Hewan jenis ini disebut

hewan inang dan dapat dibunuh oleh bakteri.
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Ada dua fase utama infeksi pada populasi manusia. Fase pertama, Septicemic, terjadi
3-7 hari dengan beberapa gejala seperti demam, ruam, muntah, nyeri otot, sakit kepala,
menggigil, dan mata merah [49, 50]. Beberapa gejala terlihat seperti penyakit flu sehingga
orang dengan gejala-gejala ini biasanya berpikir bahwa mereka telah terinfeksi oleh
influenzavirus. Ini juga salah satu alasan mengapa penyakit ini kadang-kadang tidak
terdiagnosis atau salah didiagnosis. Namun, untuk mengetahui apakah seseorang memiliki
infeksi leptospirosis atau tidak, pasien perlu melakukan tes darah. Fase kedua, Kekebalan
tubuh, terjadi 0-30 hari. Beberapa gejala yang mungkin muncul pada fase ini adalah penyakit
kuning, ruam akut, perdarahan, gagal ginjal, gagal hati, gagal jantung atau meningitis. Pada
fase ini, beberapa pasien leptospirosis mungkin akan meninggal [51, 52]. Ada juga interfase,
defervescence, 2-3 hari. Pada fase ini, seseorang dengan leptospirosis akan merasa lebih baik.
Sayangnya, bakteri masih ada di dalam tubuh mereka sehingga setelah fase ini mereka akan
menuju ke fase imun.

B. Pemodelan Matematika

Konstruksi model leptospirosis pada penelitian ini diasumsikan dengan kondisi
populasi tertutu. Berdasarkan karakteristik penyakit, populasi manusia setiap saat t dibagi
menjadi individu manusia yang rentan Sy, (t), individu manusia yang terpapar yang
berhubungan dengan fase septicemic Ey,(t), individu manusia yang terinfeksi yang
berhubungan dengan fase kekebalan Iy, (t), dan individu manusia yang pulih Ry, (t).
Sedangkan, populasi hewan dibagi menjadi populasi hewan inang dan populasi vektor.
Demikian pula dengan manusia, populasi hewan inang setiap saat t dibagi menjadi individu
hewan inang yang rentan Sy, (t), individu hewan inang yang terinfeksi I, (t), dan individu
hewan inang yang dipulihkan Ry, (t) sementara populasi hewan vektor setiap saat t dibagi
menjadi individu hewan vektor yang rentan Sy, (t) dan individu hewan vektor yang terinfeksi
I, (t). Leptospira hidup bebas setiap saat t adalah L(t).

Ada tiga kemungkinan rute penularan bagi manusia yang rentan terinfeksi. Mereka
memiliki kontak langsung dengan leptospira yang hidup bebas di lingkungan pada tingkat
Buu1, mereka memiliki kontak dengan hewan inang yang terinfeksi pada tingkat Sy, atau
mereka memiliki kontak dengan hewan vektor yang terinfeksi pada tingkat 3. Diasumsikan
hanya satu rute penularan untuk hewan yang rentan yang terinfeksi. Inang dan hewan vektor
memiliki kontak dengan leptospira yang hidup bebas masing-masing pada tingkat S, dan Sy.

Ada juga dua kemungkinan populasi manusia yang terpapar terinfeksi pada tingkat y,, atau
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menjadi pulih pada tingkat oy,,. Jumlah bakteri di lingkungan hanya berasal dari urin populasi

yang terinfeksi dengan laju «y,,, Kyo, dan ky.
C. Asumsi Model

Dalam membangun model sistem dinamik penyebaran penyakit leptospirosis, berikut ini

beberapa asumsi yang digunakan.

1.

daerah lain

a > w N

Setiap individu di setiap populasi berbaur secara homogen.

Setiap populasi merupakan populasi tertutup artinya tidak ada migrasi dari satu daerah ke

Setiap indvidu yang terinfeksi menumpahkan bakteri leptosipra di lingkungan sekitarnya.
Tidak ada populasi hewan pembawa penyakit (vector) yang pulih.

Tidak ada penularan langsung antara hewan inang dan hewan vektor Individu yang

dipulihkan dapat terinfeksi kembali Ada kematian yang disebabkan oleh infeksi pada

manusia dan hewan inang, sedangkan pada populasi hewan vektor tidak ada kematian

yang disebabkan oleh infeksi

Diagram Kompartemen

! A & O,y LY
E A Here S MeruBry  Smuliu| |Maulo | e R e
H
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! Hu Hu YHuEHu “HI(IHM
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| Brualy Kaulpy
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KHLIEHL(
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Brua L A A meL
L, + =L
________________ PrHof.ﬁ‘a vayu
Buol ! i Byl
L, + sLl ‘ L, + &L
Npo Ay

) s
!-lHoSHal

Berdasarkan asumsi-asumsi yang digunakan dan diagram kompartemen yang telah disusun,

selanjutnya rute transmisi dari bakteri leptospira dapat dijelaskan ke dalam bentuk-bentuk

persamaan diferensial sebagai berikut.

Populasi Manusia (Human population)

dSyy
dt
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dEy,
dtu = AHuSHu - (yHu + 25200} + UHu)EHu

dl,
dtu = YuuEru — Way + Oy + @)y

dRy
dtu = ayulpy + onuEgy — (.uHu + HHu)RHu

e Populasi Hewan (Host Animal Population

djlzo = AoNno — (Aho + Uro)SHo + OnoRuo
dly,
dt
dRy,
dt
e Populasi Hewan Pembawa Penyakit (Vektor Animal Population)
dSy

FTn AyNy — (Ay + py)Sy

= AnoSuo — (Who + Ono + Apo)lno

= Ayolyo — (.uHo + 9H0)RH0

dly
E =Sy — uyly

e Bakteri Leptospira yang hidup di alam (Free-Living Leptospira)
dL
- Kiu(Enu + Tnw) + Krolho + kvly — pi L

dengan,

Apu =

(,BHmL + Bruzlho + BHu3IV)
L+e€ Ny, Ny

_ .BHOL)
Aro = (L +€

v = (LB:-LE)

Pada saat awal akan dilihat apakah model ini memungkinkan untuk diselesaikan secara

matematika dengan melihat daerah kemungkinan persamaan-persamaan diferensial tersebut

dapat diselesaikan secara analitik dan sesuai dengan kondisi sesungguhnya di alam.
dX
T =AX+F

di mana,
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—dy, O 0 O 0 0 0 0 0 0
Ay —dy O 0 0 0 0 0 0 0
0 Yyu —-d, O 0 0 0 0 0 0
0 oyy ayy —d; O 0 0 0 0 0
4= 0 0 0 0 —-dy O O1o 0 0 0
0 0 0 0 Ay —-ds O 0 0 0
0 0 0 0 0 ay, —dg O 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —-d;, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Av  —uy O
[ 0 Koy  KhHu 0 0 KHo 0 0 Ky —UL

do = Ay + M)
dy = (Upu + Vi + 0pu)
dy = (fpy + Opu + apy)
ds = (fpu + Opu)
ds = (Ano — Kuo)
ds = (Htro + SHo + Aho)
de = (tro + Ono)
d; = Ay + py)
X = (Shw Enw lnw Ruw Stos Ino» Rio» Sy, Iy, L)
F = (AyyuN3,,, 0,0,0, AyoNJ,, 0,0, AyN2, 0,0)T
Q = {(Shw Etw Inw Rew Shos Tnos Ruos Sy Iy, L) = 0} € RY°
Dengan memasukkan semua parameter pada matriks A, variabel-variabel yang terlibat X, dan
daerah domain yang lebih besar dari nol maka akan didapatkan nilai F yang merupakan kondisi
awal untuk setiap populasi. Ini berarti bahwa persamaan-persamaan ini dapat dicari solusi
analitiknya.
Titik Kritis
Berdasarkan model matematis yang telah dibangun, selanjutnya ditentukan solusi dari sistem
persamaan diferensial biasa nonlinier. Penentuan solusi ini dilakukan dengan mengambil ruas
Kiri untuk setiap persamaan sama dengan nol sehingga diperoleh dua titik kritis, yaitu titik kritis
bebas penyakit (Disease free equilibrium) dan titik kritis endemic (Endemic equilibrium)
sebagai berikut.
dSuy _ dEpy _ dlyy _ dRyy _ dSyo _ dlyo _ dRy, _ dSy _dly _dL _

dc C ar Car D ar o ar D ar D ar T T ar T a o
Titik Kritis Bebas Penyakit

Ay, N9 Ay N2 Ay N2
E° = (M,o,o,o, o o 0,0,—~ V,0,0>
Ko 125505 Uy
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Titik Kritis Endemik
E' = (Spy = Stiw Evu = Efw nu = Tiw Rew = Riw Svo = Sho» Ino = Ino» Ruo = Rijor Sy
=S, Iy, =1I;L=L"

Basic Reproduction Number

Penentuan basic reproduction number untuk penyebaran penyakit leptospirosis dilakukan
dengan menggunakan metode Next Generation Matrix sebagai berikut. Pada model yang telah
diperoleh, dipilih populasi yang dapat menyebarkan penyakit ini, yaitu:

dBhy _ <ﬁHu1L 4 Bruz!Ho 4 Bruzlv

>SHu — (Yau + tyy + 0 Eny

dt \L+e ' Np = Ngy
dl,
dtu = VYuuEny — Wpy + Opy + @) gy

dly BrolL

d_to = (L -ie) Sto = Wno + 8o + Apo)ln,
dly By L
el 28 Sy — I
2t = (e S =y

dL

- Ky (Egy + Igy) + Kpolyo + kyly — pu L

Selanjutnya, konstruksi matriks dari populasi-populasi yang dapat menyebarkan penyakit ini
untuk dicari nilai modulus terbesar dari nilai eigennya atau yang dikenal dengan radius spectral

dari FV~1 yang akan menjadi Basic Reproduction Number penyebaran penyakit.

dF;(E®) lavi (EO]!

-1 —
Fv _l at at

i L I I T

(,BHu1 + Bruzlro + Brus V) S

L+e Ny Nita
YauEnu

L
F. = ﬁHo )
‘ (L +€ SHo

PvL )
S
(L +e)
0
[ Vuu + My + o5 Emy 1
| (Upy + Opy + A ) Iy |
=| (Upo + Ono + Apo)lno |
[ uyly J

Ky (Egy + Iny) — Kuolyo — Kkyly + p L

1%
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Dengan memasukkan nilai dari setiap nilai parameter akan dapat ditentukan nilai dari Basic
Reproduction Number. Selanjutnya, nilai ini yang akan menjadi indikator apakah suatu
penyakit akan hilang dari suatu populasi atau akan tetap ada dalam suatu populasi.

Simulasi Numerik

Pada bagian ini dilakukan simulasi numerik menggunakan algoritma pemrogaman komputer
untuk mengetahui penyebaran penyakit leptospirosis apakah telah sesuai dengan hasil yang
diberikan melalui perhitungan secara analitik. Simulasi numerik ini juga akan memberikan
gambaran dinamika populasi untuk waktu yang akan datang. Nilai awal yang digunakan untuk
setiap populasi diberikan pada tabel 1 dan nilai parameter diberikan oleh tabel 2.

Tabel 1. Nilai awal variable yang digunakan pada sistem

Variable | Initial value
Syu(t) 27000
Epy, () 1000
) 920
Ry, (1) 1200
Suo(t) 1000
Iy, (1) 10000
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Ry () 8000
Sy (6) 1000
I, () 7500
L(t) 10000

Tabel 2 Nilai parameter yang digunakan dalam sistem

Parameter Value Units Reference/Rational
Apy 10451 Human day™ 247,949,975
_ 65x365
Ayo 1000 Animal-Host Assumed
day?
Apo 5000 Animal- Assumed
Vector day!
e 0.000042 day™* 65;365 (Lifespan of human about 65
years)
KHo 0.00027 day™ 10;365 (Lifespan of animal host about 10
years)
Wy 0.0013 day™ ZX;GS (Lifespan of animal vector about 2
years)
Wy 0.07 day™ 1—14 (Lifespan of leptospire bacteria about
14 days)
O 0.01 day™ % (re-infection could be happen after 3
months)
B0 0.01 day™ ﬁ (re-infection could be happen after 3
months)
YHu 0.05 day™ 2—10 (Septicemic phase to immune phase
occurs in 20 days)
OHu 0.005 day™ ﬁ (Exposed to recovered population
occurs in 6 months)
S 0.0003 day™ —_ (it’s about 30 individual human
deaths over 100,000 population)
8Ho 0.0005 day™ ———(it’s about 50 individual animal
host deaths over 100,000 population)
Oy 0.1 day™ 110 (Human recovery in 10 days)
o 0.3 day™ § (Animal Host recovery in 3 days)
Brut 0.001 day* Fitted
Bz 0.009 day™ Fitted
Bruz 0.005 day? Fitted
Buo 0.0005 day™ Fitted
By 0.0005 day’? Fitted
Lg 10000 - Estimated
€ 0.001 - Estimated
Kiu 0.007 day? Estimated
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Gambar 2 mengilustrasikan profil solusi untuk semua populasi saat R, < 1 (titik
keseimbangan bebas penyakit). Kondisi ini berarti tidak ada bakteri yang hidup bebas di
lingkungan dalam jangka waktu lama sehingga tidak ditemukan populasi yang terinfeksi pada

populasi manusia dan hewan. Solusi numerik menunjukkan bahwa hanya populasi manusia,

inang hewan, dan vektor hewan yang rentan yang akan ada.
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Gambar 2. Simulasi untuk setiap populasi yang memiliki kesetimbangan bebas penyakit
(Kondisi ketika Ry < 1)
Gambar 3 menggambarkan dinamika populasi manusia, populasi hewan inang,

populasi hewan vektor dan leptospira yang hidup bebas di lingkungan dengan kondisi R, > 1.

Hasil ini menunjukkan adanya korelasi antara keberadaan bakteri yang hidup bebas di
lingkungan dengan keberadaan penyakit leptospirosis pada manusia, inang hewan dan vektor
hewan. Ketika bakteri ada maka penyakit akan ada di semua populasi. Hal ini menunjukkan

bahwa perbaikan untuk mengurangi leptospira yang hidup bebas di lingkungan dapat

mengurangi risiko penyebaran penyakit di semua populasi.
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Gambar 3. Simulasi untuk setiap populasi yang terdapat kesetimbangan endemik (Kondisi
ketika Ry > 1)
Ini karena jalur penularan bergantung pada parameter laju infeksi () yaitu infeksi tidak

hanya terjadi pada populasi manusia tetapi juga pada hewan inang dan populasi hewan
pembawa penyakit maka beberapa gambar berikut akan menggambarkan solusi numerik untuk
beberapa nilai infeksi 1aju (Byu1, Bruzs Bruz, Buo, Pv). Gambar 4 menunjukkan grafik model
solusi numerik untuk populasi manusia terinfeksi, populasi manusia pulih, populasi inang
hewan, dan populasi vektor hewan dengan parameter By,1 = 0.1, Byy1 = 0.01, dan By =
0.0001. Pada populasi manusia yang terinfeksi, tidak ada perbedaan yang signifikan antara
Brur = 0.1 dan By, = 0.01, sedangkan untuk S,; = 0.0001, penyebaran penyakit cukup
lambat di awal kemudian meningkat menjadi kesetimbangan endemik. Fenomena ini juga
terjadi pada populasi hewan inang dan vektor. Ini perlahan meningkat di awal untuk Sy,; =
0,0001. Grafik populasi manusia yang pulih menunjukkan hal yang sama dengan grafik

lainnya pada gambar 4.
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Gambar 4. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi, pulih dan hewan
inang yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit yang terinfeksi dengan beberapa

nllal darl ﬁHul (ﬁHul = 01, ﬁHul = 001, ﬁHul = 0001)
Gambar 5 menggambarkan grafik model solusi numerik untuk populasi manusia

terinfeksi, populasi manusia sembuh, populasi hewan inang, dan populasi hewan pembawa
penyakit dengan parameter Sy, = 0.9, Byu2 = 0.09, dan By,, = 0.009. Semua populasi
pada gambar 5 menunjukkan fenomena yang sama bahwa setiap perbedaan nilai Sy, tidak
memberikan hasil yang signifikan. Populasi manusia yang terinfeksi, hewan inang, dan hewan

pembawa penyakit meningkat hampir dalam interval waktu yang sama.
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Gambar 5. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi, pulih dan hewan inang
yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

Bruz Bruz = 0.9, Bryz = 0.09, By = 0.009)
Gambar 6 menggambarkan model solusi numerik untuk populasi manusia yang

terinfeksi, populasi manusia yang pulih, populasi inang hewan, dan populasi vektor hewan
dengan parameter Sy,3 = 0.5, Byu3 = 0.05, dan SBy,3 = 0.005. Semua populasi menunjukkan
hal yang sama untuk selang waktu pertama dan semuanya meningkat ke ekuilibrium endemik.
Namun pada selang waktu pertama, ketiga parameter tersebut menunjukkan perbedaan yang

signifikan untuk setiap dinamika populasi.
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Gambar 6. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi, pulih dan hewan inang
yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

Bruz (Bruz = 0.5, Byuz = 0.05, Byyz = 0.005)
Gambar 7 menggambarkan solusi numerik dari model populasi manusia yang

terinfeksi, populasi manusia yang pulih, populasi inang hewan, dan populasi vektor hewan
dengan parameter By, = 0.05, By, = 0.005, dan By, = 0.0005. Untuk populasi manusia
yang terinfeksi, populasi manusia yang pulih, dan populasi vektor hewan, parameter ini tidak
berpengaruh besar terhadap dinamika, sedangkan untuk populasi inang hewan yang terinfeksi

parameter ini berpengaruh signifikan terhadap dinamika.
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Gambar 7. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi, pulih dan hewan inang
yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

Bro (Bro = 0.5, By, = 0.05, By, = 0.005)
Gambar 8 menunjukkan grafik model solusi numerik untuk populasi manusia yang

terinfeksi, populasi manusia yang pulih, populasi hewan inang, dan populasi hewan pembawa
penyakit dengan parameter 5, = 0.05, §, = 0.005, dan 8, = 0.0005. Hampir semua populasi
memiliki perilaku dinamis yang sama dengan beberapa nilai parameter f,,, nhamun populasi
vektor hewan yang terinfeksi memiliki hasil yang signifikan dibandingkan dengan populasi

lainnya, khususnya ketika 5, = 0,0005.
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Gambar 8. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi, pulih dan hewan inang
yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

By (B, = 0.5, B, = 0.05, 3, = 0.005)
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BAB 6. KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan

Pemodelan matematika leptospirosis dengan bakteri yang hidup bebas di lingkungan
telah dibangun dan dieksplorasi melalui penelitian ini. Pendekatan pemodelan bersifat umum
dan, pada prinsipnya, dapat direproduksi dengan penyakit menular lainnya dengan bakteri yang
hidup bebas di lingkungan. Studi ini dilakukan dengan menggunakan hasil dari analisis
ekspresi kesetimbangan endemik, jumlah penyakit reproduksi R,, dan simulasi numerik dari
model untuk animal-host population, animal-vector population, bakteri leptospira yang dapat
menginfeksi manusia. Dua titik ekuilibrium telah dihasilkan yaitu titik ekuilibrium bebas
penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Studi ini juga memberikan analisis stabilitas untuk
keseimbangan bebas penyakit, yaitu stabil jika kondisi stabilitas telah terpenuhi dengan asumsi
semua parameter yang digunakan bernilai positif. Hal ini sesuai dengan simulasi numerik
tentang adanya kesetimbangan bebas penyakit. Angka reproduksi dasar, R,, dihitung
menggunakan next generation matrix yang dievaluasi pada titik kesetimbangan bebas penyakit.
Kondisi setiap pasang bilangan reproduksi dasar menentukan adanya penyakit pada populasi
manusia. Simulasi numerik telah dilakukan untuk memverifikasi keberadaan kesetimbangan
bebas penyakit dan kesetimbangan endemik, yang bergantung pada parameter ambang R,.
Hasil numerik juga memberikan simulasi dinamika populasi yang dipilih, seperti populasi
manusia yang terinfeksi, populasi manusia yang pulih, populasi inang hewan yang terinfeksi,
dan populasi vektor hewan yang terinfeksi.
B. Saran

Pemodelan matematika untuk penyebaran penyakit leptospirosis dengan
mempertimbangkan bakteri yang bebas hidup di alam dapat melibatkan beberapa parameter
lain seperti misalnya parameter untuk perubahan cuaca. Penyebaran penyakit ini meningkat di
musim penghujan dimana muncul genangan-genangan air bekas hujan yang menjadi tempat
hidup yang sangat baik untuk bakteri leptospira. Selain itu, model juga dapat dikembangkan
dengan memperhatikan faktor pemberian vaksin yang dapat mengurangi adanya penyebaran
penyakit leptospirosis maupun adanya control optimum seperti kampanye bersih lingkungan
untuk waspada terhadap penyakit leptospirosis di musim penghujan.
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All parameters for the model system, are assumed to be non-negative for all time t = 0 with
initial condition given by

Suu(ty) = 0,Eg, (ty) = 0,1y, (t5) = 0, Ry, (t3) = 0,54, (ty) = 0,15,(ty) = 0, Ry, (t,)
=2 0,5,(tp) = 0,,(ty) = 0,L(£,) = 0

Here, t = t; represents the time in days and t, represents the beginning of the leptospirosis
disease spread where each symbol can be described as follows in table 1.

Table 1. Summary of parameter’s description

Parameter Description

Ay, recruitment rate of human population

Ay, recruitment rate of animal host population

Ay recruitment rate of animal vector population

Wz, natural death rate of human population

B natural death rate of animal host population

Ly natural death rate of animal vector population

U natural death rate of free-living leptospire in the environment

O, transmission rate of human from recovered population to susceptible population

B4 transmission rate of animal host from recovered population to susceptible
population

Y transmission rate from septicemic phase to immune phase

O transmission rate of human from exposed population to recovered population

Sern disease induced death rate of human population

Stro disease induced death rate of animal host population




Ol recovery rate of human population

Oy recovery rate of animal host population

Brru1 infection rate of human population by free-living leptospires in the environment

Bz infection rate of human population by infected animal host population

Bruz infection rate of human population by infected animal vector population

B infection rate of animal host population by free-living leptospires in the
environment

By infection rate of animal vector population by free-living leptospires in the
environment

L, saturation constant of leptospires bacteria

£ limitation of growth velocity of leptospires bacteria with the increase of cases

Ko, excretion rate of leptospira from human population into the environment
excretion rate of leptospira from animal-host population into the environment

excretion rate of leptospira from animal-vector population into the environment
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Abstract

Leptospirosis is a bacterial disease that is widely spread not only in tropical areas but
also in the sub tropics. It is caused by spiral-shaped bacteria (Leptospira.sp) and is
well-known as an animal-borne disease. The disease transmits to the human population
directly through the urine of infected animals or indirectly through water, soil or food
contaminated by the urine of infected animals. Leptospirosis can manifest in two
stages. In the first phase (Septicemic), the patient will experience symptoms like fever,
chills, headache, muscle aches, vomiting, or diarrhea. Meanwhile, the second phase
(Immune) is more severe. The patient may have kidney failure, liver failure, or
meningitis and it may lead to death. The study aimed to construct a mathematical
model of leptospirosis disease with free-living bacteria in the environment. The model
involves the interaction between humans, animal vectors, animals host and free-living
Leptospira. The model is constructed based on population characteristics, and the
transmission routes of the disease are determined based on the real problem. The
disease-free equilibrium is analysed theoretically, while the endemic equilibrium is
studied numerically. The study shows that analytical and numerical solutions revealed
the same result for the constructed mathematical model with an epidemic threshold R,.

Keywords: Mathematical Model, Leptospirosis, Free-Living Bacteria

1. Introduction

Leptospirosis is a zoonotic disease of worldwide-importance caused by spiral-shaped pathogenic
spirochetes of the genus Leptospira. It spread sporadically not only in the tropical regions but also in
the sub tropics, including Europe [1, 2], Africa [3], America [4, 5], Asia [6, 7, 8] and Australia [9, 10]. The
disease is also well-known as one of the leading global zoonotic disease with an estimated 1.03

million cases and 58, 900 deaths annually [11].
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First recognized as an occupational diseases, leptospirosis infected sewer workers in 1883.
In 1886, German physician Adolf Weil discovered four patients with clinical manifestations of this
disease, which included symptoms of severe jaundice, fever, enlarged liver, and kidney failure
[12]. Subsequently in 1987, Goldsmith gave the name of the disease as Weil’s disease. This disease
also has other names in several countries such as Swamp fever, Mud fever, Autumn fever
(Akiyami), Swincherd’s disease, Rice-field fever, Cane-cutter’s fever, Hemorrhagic Jaundice,
Stuttgart disease, Canicola fever, Redwater of Calves [13, 14]. Furthermore in 1915, Inada
succeeded in isolating the Leptospira icterohemorrhagiae bacterium as a cause of Weil's disease
[13]. Up to now, there are 20 genus Leptospira species based on DNA hybridization studies
consisting of three major, namely, pathogenic, intermediate, and saprophytic (non-pathogenic)
leptospires [14, 15].

Pathogenic bacteria infects humans and animals. Rat is well-known as a vector animal for
this disease. Even though, it can be infected by the bacteria, the rat still live normally. Almost all
species of rats are a good reservoir for the spread of leptospirosis disease [16, 17]. The bacteria
breed and grow well in the rat’s kidney. These bacteria spread through rat's urine and then it will
contaminates the environment. Humans and animals contacted with contaminated water, soil and
mud easily been infected by the leptospirosis disease [18]. In the human cases, these bacteria enter
to the body through mucosa such as mouth, nose, and eye. It also enter to the human body through
broken skin. People who work as farmers, ranchers, gardeners, and butchers would be more
susceptible to the disease [19, 20]. Some animals like cats, dogs, pigs, horses, and cows are also
easily infected by the bacteria. These kind of animal are called host animal and it can be killed by
the bacteria.

There are two main phases of infection in human population. The first phase, Septicemic,
occur 3-7 days with some symptom like fever, rash, vomit, muscle pain, headache, chills, and red
eyes [21, 22, 23]. Some symptoms look like flu disease such that people with these symptoms were
usually thinking that they been infected by influenzavirus. It is also one reason why this disease is
sometime undiagnosed or misdiagnosed. However, in order to know whether someone have
infection with leptospirosis or not, the patient need to do the blood test. The second phase, Immune,
occur 0-30 days. Some symptoms that probably appear in this phase are jaundice, rash acute,
bleeding, kidney failure, liver failure, heart failure or meningitis. In this phase, some leptospirosis

patients probably will die [24, 25]. There is also interphase, defervescence, 2-3 days. In this phase,



someone with leptospirosis will feel better. Unfortunately, bacteria are still in their body so after
this phase they will go to the Immune phase [26].

Some researchs in mathematical epidemiology have been developed to analyse dynamics
and spread of leptospirosis in a homogeneous/heterogeneous populations [27, 28, 29].
Unfortunately, none of these research had considered to assess the effect of free-living leptospira
in the environment. In this paper, a framework model of leptospirosis disease with free-living
bacteria in the environment is rigourously studied which have been developed from the similar
research about schistosomiasis which have been done by Garira et all [30].

2. Formulation of the Model

The construction of leptospirosis model in a closed population was considered into a system with
no-seasonal effect. Regard to the characteristic of the disease, human population at any time t was
divided into susceptible human individuals Sy, (t), exposed human individuals which relate to the
septicemic phase Ey, (t), infected human individuals which relate to the immune phase I, (t),
and recovered human individuals Ry, (t). Whereas, animal population was divided into host
animal population and vector population. Similarly with the human, host animal population at any
time t was divided into susceptible host animal individuals Sy, (t), infected host animal individual
Iy, (t), and recovered host animal individual Ry, (t) while vector animal population at any time t
was divided into susceptible vector animal individuals Sy,(t) and infected vector animal
individual Iy, (t). Free-living leptospira at any time t is L(t).

There are three possible transmission routes for susceptible human become infected. They
have direct contact with free-living leptospira in the environment at the rate of Sy,,, they have
contact with infected host animal at the rate S, or they have contact with infected vector animal
at the rate By,3. It was assumed only one transmission route for susceptible animal become
infected. Host and vector animal have contact with free-living leptospira at the rate 8y, and Sy,
respectively. There are also two possibilities for exposed human population become infected at the
rate yy, Or become recovered at the rate ay,,. The number of bacteria in the environment only
comes from the urine of the infected population at the rate xy,,, ky,, and k.

2.1 Model Asumption
We made some assumptions to construct the model, as follows: a) each population is assumed to
be closed; b) every individuals in each population is blending homogeneously; c) every infected

indviduals shed leptosipra bacteria in the environement; d) there is no recovered vector animal



population; e) there is no direct transmission between host animal and vector animal; f) recovered
individuals can be re-infected; and g) there is death-caused by the infection in human and host
animal, whereas in vector animal population there is no death-caused by the infection

By taking some assumptions that can provide limitations in making mathematical models, the

pattern of the spread of the diseases can be described in a compartment diagram as shown in Figure 1.
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Figure 1. The route of transmission from Free-Living Leptospira into the human population,
animal-host population, and animal-vector population
Regard to the assumptions and the compartment diagram, the route of transmission of

leptospira bacteria at time t is represented by the following system of nonlinear ordinary differential

equations.
Human population
dSyu
FT Apy — Ay + M) Sy + Oy Ry (1)
dEy
dtu = AHuSHu - (VHu + .uHu + O-Hu)EHu (2)
dly
dtu = yHuEHu - (.uHu + 5Hu + aHu)IHu (3)
dRy,
dt = ayylyy + ogyEpy — (.uHu + gHu)RHu (4)
Animal-Host Population
dSuo
= Apo — (Ao + tuo)So + OnoRuo (5)

dt



dt = AHOSHO - (.uHo + 6Ho + aHo)IHo (6)
dRy
dto = ayoluo — (Uho + Ono)Ruo (7)
Animal-Vector Population
dSy
W = Ay — (Ay + uy)Sy (8)
dly
d_t = ASy — uyly 9)
Free-Living Leptospira in the environment
dL
E = Ky (Epy + Iny) + Kpolyo + kyly — L (10)
where,
L I I
Ay = ( Bru1 " Bruzlno + Brus V>
Ly + €L Ny, I\
/1 — ( ﬁHoL )
Ho ™ \Ly + €L
BvL )
AV - (LO + €L

All parameters for the model system, are assumed to be non-negative for all time t > 0 with initial
condition given by
Shu(to) = 0, Ey(t0) = 0,14y (t0) = 0, Rpy (t0) = 0, Spo(t0) = 0,15, (t0) = 0, Ryo (t0)
>0,S,(ty) =0,1,(t,) =0,L(t;) =0
Here, t > t, represents the time in days and ¢, represents the beginning of the leptospirosis disease
spread where each symbol can be described as follows in table 1.

Table 1. Summary of parameter’s description

Parameter Description
Ayy recruitment rate of human population
Ay, recruitment rate of animal host population
Ay recruitment rate of animal vector population
Urry natural death rate of human population
Uro natural death rate of animal host population
Uy natural death rate of animal vector population
W natural death rate of free-living leptospire in the environment
Opy transmission rate of human from recovered population to susceptible population
Q1o transmission rate of animal host from recovered population to susceptible
population
Yiu transmission rate from septicemic phase to immune phase
Opy transmission rate of human from exposed population to recovered population
Sy disease induced death rate of human population
So disease induced death rate of animal host population
Ay recovery rate of human population




0y, recovery rate of animal host population
Brut infection rate of human population by free-living leptospires in the environment
Bruz infection rate of human population by infected animal host population
Brus infection rate of human population by infected animal vector population
Bro infection rate of animal host population by free-living leptospires in the
environment
By infection rate of animal vector population by free-living leptospires in the
environment
Lo saturation constant of leptospires bacteria
€ limitation of growth velocity of leptospires bacteria with the increase of cases
Kyu excretion rate of leptospira from human population into the environment
Ko excretion rate of leptospira from animal-host population into the environment
Ky excretion rate of leptospira from animal-vector population into the environment

3. Results and Discussion
3.1 Feasibility Region of the Equilibria of the Model
The system is biological relevant, that is epidemiologically and mathematically well-posed, when

all model parameters and state variables for model system are assumed to be non-negative and

consistent with human and animal population for all time ¢t > 0. Further, it can be verified that for

model system, all solutions with non-negative initial condition remain bounded and non-negative

Leptospirosis transmission dynamics model in the equations (1) - (10) will therefore be analyzed

in a suitable feasible region, obtained as follows.

Letting Nyy, = Spy + Eyy + Iyy + Ry, and adding equations (1) - (4) in the system, it will give

us.

ANy
dt

= AHu - :uHuNHu - 5Hu < AHu - .uHuNHu

This implies that

lim sup Ny, (t) < L
too0 Hu

Analogous for another two populations

Letting Nyo = Sho + Iyo + Ry, and adding equations (5) - (7) in the system, it will give us.

dNy,
dt

= AHo - .uHoNHo - SHO < AHo - :uHoNHo

This implies that

AHo

lim sup Ny, (t) <
t—>oo Ho




Letting N, = Sy + Iy and adding equations (8) - (9) in the system, it will give us.
dNy

d_ts Ay — py Ny

This implies that
li N, () <2V
lim sup Ny (¢) < .
From equation (10), we have
at < Kpu(Exy + Tnw) + Kpoluo + Kyly — p L
This implies that
KHu(EHu + IHu) + KHoIHo + KVIV
My,
Hence, all feasible solutions of system are positive and eventually enter the invariant attracting

tlim supL (t) <

region

Apo

Ay
0= {(SHw Epus I Ruws Shos Inos Ruos Svs Iyy L) Ny, (8) < M—u' Nyo(t) < , Ny (1)

Hu Ho

< &,L(t) < Kpu By + Tnw) + Kpolpo + Ky ly }
Hy My,

Thus, whenever Ay, > ugy, Q is positively invariant and attracting. It is sufficient to consider
solutions of the system in Q. Existence, uniqueness, and continuation results for system hold in
this region and all solutions starting in Q remain there for all t > 0. Therefore, model is
mathematically and epidemiologically well-posed. It is sufficient to consider the dynamics of the
flow generated by model in Q. We shall assume in all that follows (unless stated otherwise) that
Apu > Py

3.2 Determination of Disease Free Equilibrium

Based on the mathematical model that had been constructed, then we determined the solution of
the system of nonlinear ordinary differential equations (1) - (10). Determination of this solution
had been done by taking the right-hand side for each equation equal to zero so that the system

admits two equilibrium states which are the disease-free equilibrium and the endemic state.
dSyy _dEyy _dly, dRy, dSy, dly, dRy, dSy dly dL _

dt dt dt dt dt — dt dt ~ dt dt dt
At the disease-free equilibrium, there is no free-living leptospira in the environment and hence no

infection in the human, animal-host and animal vector populations. Thus, the model system has a

disease-free equilibrium given by



A A A
E° = (ﬂ 0,0,0,~4 0,0,2Y, 0,0)
Hyy Hyo Uy

3.3 Calculation of the Reproduction Number
The main interesting parameter in many epidemic models which identifies the most important
factors in the disease transmission cycle is the basic reproduction number, R,. It is defined as the
average number of secondary infections produced by a single infectious host, introduced into a
totally susceptible population. Basic reproduction number is one of the most important tools in the
analysis of disease outbreak. For most disease outbreaks, if R, < 1, then the outbreak will
disappear with time, whereas if R, > 1 then the outbreak will persist at endemic levels.

We use the next generation operator approach to calculate the basic reproduction number.
Model system can be written in the form.

dX— XY, Z
dt =f&Y.z)
dY— XY, Z
dt_g( 20
dZ—hXYZ
dt XY, 2)

where

X = (SHIU RHurSHOJRHO’SV)

Y=(EHu;IHu)

Z = (IHOJIV'L)

Components of X represents the number of susceptibles, while component of Y represents the
number of infected individuals that do not transmit the disease. Component of Z represents the
number of individuals capable of transmitting the disease.

Define §(X*,Z) by

9, 2) = (6:(X", 2), §o (X", Z)) with

L 1 I A 1
§,(X*,2) = ( Bru1 + BruzlHo + Brus V). Hu
LO + 6L NHu NHu .uHu VHu + //lHu + O—Hu
G, (X", 7) = YHu (,BHulL +,BHuZIHo _I_.BHuslv) Apy 1
2 Upy + Oy + gy \Lo + €L Ny, Nyy 7/ Upy Yiu + By + Ony

Let A = D;h(X", G(X*, 0),0) and further assume that A can be written in the form A =M — D

where M > 0 and D > 0, a diagonal matrix. Then A becomes



dl BuolL A
= = ( o ) £ - (.uHo + 6yo + aHo)IHo

dt Lo+ €L/ puo
dly ( ByL )AV I
dt N LO + 6L I,lV ‘UV 4
ar _ ( Brua L 4 Bruzlno 4 .BHu3IV) Ay 1
dt Hu Ly + €L Ny, Nuy /' tay Vi + Bau + 0n)
N YHu ( BruiL n Bruzlno
(.uHu + 6Hu + 6‘(Hu) Lo + €L NHu

Iy A 1
+ ﬁHU3 V) Hu ) + KHOIHO + Kle - ‘LlLL

NHu ..uHu . (yHu + HUyy + O-Hu)
a1 Q12 Ag3
A=0z1 Ay Q33
a3z; dszz d4szs
where
ay; = —(Upo + Opo + Ano)
a12 = 0
a — AHo BHOLO
1 ro (Lo + €L)?
a21 = 0
A, = —Uy
M Byl
2 py (Lo + €L)?
- KuuBruz YuuBruz 1 +x
3 Viu + My +0my)  (Ugy + 6y + agy) Vi + gy + 0gy) Ho
_ Ky Prus YiuPruz 1
(VHu + Uy + JHu) (/'[Hu + 6Hu + aHu) (yHu + Uy + O-Hu)
Gow = K < BruiLo > Ay 1
33 NN + €L iy i + Mg + Ow)
+ YHu ( BruiLo ) Apy 1 y
(Upy + Opy + apy) \(Lo + €L)? ..uHu . (Vuu + Upy + Ony) L

Since A = M — D, we deduce matrices M and D to be

my; Mqp; My3
M =|my; My, My3

ms3; Mgy Mgaz



where

my; =0
m12 = O
I Apo  Buolo
Y o (Lo + €L)?
m21 = 0
m22 = 0
M Bl
27 uy (Lo + €L)?
S KuuBruz YuuBruz 1 4k
3 Vru + gy + 0my) (Mg + Oy + @) . Vuu + Upy + Omy) Ho
_ KtuBru3 YruBru3 1
Vou + Myt 0my) gy + 6y + agy) Vi + gy + 0gy)
s = K¢ ( Bruilo ) Apy 1
33 HANWLo + €L)2) " iy i + M + Or)
+ YHu ( BruiLo ) Apy 1
(Upy + Opy + apy) \(Lo + €L)? ..uHu . Vuu + Mgy + Ony)
di; diz diz
D = d21 dzz d23
d3; d3; ds;3
where

d11 = Upo + Opo + Ay

di, =0
di3=0
d1 =0
dyz = Wy
dyz3 =0
d;; =0
d;; =0
d3z = Uy

The basic reproduction number is the spectral radius (dominant eigenvalue) of the matrix MD ™1
that is



R, = p(MD~1) = £§+%%
where
_ 1
" Uao + Spo + o
1
h=—
Uy
1
c=—
M,
_Ayo PBrolo
P= Huo (Lo + €L)?
q= Ay BvLo
v (Lo + €L)?
= KiuBru2 YruBruz 1 .
Ui + e+ 0m) i + O + @) W + Mo + 0) 0
KruBru3 YruBru3 1

°T Vrw + e+ 0m)  Way + Opu + @)™ Vi + M + 0) T

3.4 Local Stability of the Disease Free Equilibrium

From the theorem proposed by van den Dreissche and Watmough [31], if the basic reproduction
number R, is less than one, then the disease free equilibrium is locally asymptotically stable and
the disease cannot invade the population. This is summarized in the following theorem

Theorem The disease free equilibrium point E°, of model system is locally asymptotically stable
whenever R, < 1 and unstable otherwise.

Proof The proof is not needed since local stability of the disease free equilibrium is a consequence
of theorem proposed by van den Driessche and Warmough.

3.5 Global Asymptotic Stability of the Disease Free Equilibrium

Theorem proposed by van den Dreissche and Watmough [31] state that the disease free equilibrium
is locally asymptotically stable whenever R, < 1 and unstable when R, > 1. First, we need to list
two conditions that if met, also guarantee the global asymptotic stability of the disease free
equilibrium. Write the system in the form

dX

— =F(X,2)

dz
—=60,2), G(X,0=0



with X = (Syw Ryw Sho» Ruo, Sy) comprises of the uninfected components

Z = (Egw, Iyw Iyo, Iy, L) comprises of infected and infectious components

E° = (X*0) = (Aﬂ 0,0,0,22 ,0,2v 0,0) denotes the disease free equilibrium
HHu HHo Hy

To guarantee global asymptotic stability, the condition H; and H; must be hold

Hy: For Z—f = F(X,Z), X"is globally asymptotically stable (g.a.s)

Hy G(X,Z)=AZ—-G(X,2),G(X,Z) = 0for (X,Z) € R{, where A= D,G(X*,0) is an M-

matrix and R, is the region where the model makes biological sense. In this case, we have

[AHu - UHu-SHu]
0 I
F(X; 0) = |AH0 Uho- SHo |
l Ay = py. Sy J
A
[ Bruz Awu
— 0 L
Vuu + Hay + 0ny) Noro .
YHu _(,uHu + 6Hu + aHu) 0
= 0 0 —(Uyo + Ono + o)
0 0 0
Kyu Kuu Kno
[Eru]
IHu
Z = IHo
13
L
Next, we have to find G (X, Z) from G(X,Z) = AZ — G(X, Z)
[ 1 Ay 1 ]
—_—— S L
0
G(X,2) = (1 Ao ! )/3
77 Loy, Lo+eL L’ Hol
1 Ay 1 S L
Lo'w, Lo+eL™’ By
0

ﬁHuB %
NHu ‘uHu
0

0

—HUy

Ky

Bru1 A
Ly '

#Hu




. A 1 1 A 1 1 A 1 1
Since S, = = then — > ——, S, = == then — > , and SQ = =¥ then — >
1™ Lo Lo+e€L Ko Lo Lo+e€L Hy Lo Lo+e€L

therefore, it is clear that G (X, Z) > 0 for all (X,Z) € Rj,. It is also clear that matrix A is an M-

matrix since the off diagonal elements of A are non-negative. This result can be summarized that
the disease free equilibrium E° = (%,0,0,0,%,0,0,%,0,0) is globally asymptotically stable of
Hu Ho 14

system if and the condition H, and H, are fulfilled
3.6 The Endemic Equilibrium State
In this section, we present some results concerning the existence of an endemic equilibrium or
constant solution for model system. To do this, we shall make use of a threshold parameter, which
we have already denoted by R,.

The model formulated in terms of proportions has at least one endemic equilibrium solution
given by

E* = (Syu = Shw Enu = Enw I = T Ruw = Riw Swo = Stor Ino = o Rio = Rio, Sy =
Swly=1Iy,L=L" );

with (Si Efrw i Rirw Stio Iior Riio» Sy Iy, L) all non-negative, whose existence and properties
are determined by the threshold parameter R, > 1 or more specific determined by the existence of
free-living Leptospira in the environment. Suppose we have L* from the system, then we have the
endemic equilibrium presented by.
Ay + Oy Ry

= i + )
g HinSi
(Yru + Mo + Onu)
s YrauEru
i (ru + Opu + ap)
R:, = Ayl + OnuEny
(e + Opu)
50— Ao+ OuoRis
Ao + MHo
lio = ” o
(Ko + o + Aho)
. Ayolro
Ho

a (.uHo + BHO)



Ay
Ay + wy
Ay
I, =—3S,

v uy v

Sy =

Where

. ( Buuil®  Bruzlno ﬁHu31V>

Ay = +
Lo+ €L* Ny, Ny,

_ ( Brol” )

Ho " \Lo + €L

BvL
%= (mver)
V' \Ly + el*

Due to the complexity of the result, analysis for this equilibrium could not be written in this article
and it will be explored in the numerical simulation in the next section.
3.6 Numerical Simulation
In this section, numerical simulation presents the result of the system in the form of graphics.
Initial value for each population is given in table 2 and parameter value is given in table 3.

Tabel 2. Summary of variables used in the system

Variable | Initial value
Syu(t) 27000
Epy (1) 1000
Iy (D) 920
Ry () 1200
Sy (1) 1000
Iy, (1) 10000
Ry, (1) 8000

Sy(t) 1000
I, (t) 7500
L(t) 10000

Tabel 3 Summary of parameter used in the system

Parameter Value Units Reference/Rational

Ayy 10451 Human day* 247,949,975

65x365
Ayo 1000 Animal-Host Assumed

day?
Ayo 5000 Animal- Assumed
Vector day*
M 0.000042 day™ ~__ (Lifespan of human about 65
65x365
years)




Hro 0.00027 day™* 10x1365 (Lifespan of animal host about 10
years)
Hy 0.0013 day! Zx;s (Lifespan of animal vector about 2
years)
L - ' — (Lifespan of leptospire bacteria about
n 0.07 day™* — (Lif fl b b
14 days)
Hu - i — (re-infection could be happen after
0 0.01 day™ — (re-inf Id be h fter 3
months)
Ho - i — (re-infection could be happen after
0 0.01 day™ — (re-inf Id be h fter 3
months)
Hu - i — (Septicemic phase to immune phase
Y 0.05 day* 210 (S h h
i occurs in 20 days)
OHu 0.005 day” ﬁ (Exposed to recovered population
occurs in 6 months)
8hu 0.0003 day™* 103300 (it’s about 30 individual human
deaths over 100,000 population)
Sho 0.0005 day 10;’200 (it’s about 50 individual animal
host deaths over 100,000 population)
Opy 0.1 day™ 1—10 (Human recovery in 10 days)
Qo 0.3 day = (Animal Host recovery in 3 days)
day*! : d
Bru1 0.001 ay” Fitte
Bruz 0.009 day* Fitted
Bruz 0.005 day* Fitted
Buo 0.0005 day*! Fitted
By 0.0005 day* Fitted
Ly 10000 - Estimated
g 0.001 - Estimated
Ky 0.007 day* Estimated
Kio 0.005 day? Estimated
Ky 0.005 day Estimated

Figure 2 illustrates the solution profile for all population when R, < 1 (disease-free
equilibrium). This condition means that there are no free-living bacteria in the environment for
long period so then no infected population will be find in the human and animal population. The
numerical solution shows that only the susceptible human, animal host and animal vector

population will exist.
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Figure 2. The simulation for each population in which disease free equilibrium is exist (The
condition when R, < 1)
Figure 3 illustrates the dynamics of human population, animal-host population, animal-

vector population and free-living leptospires in the environment with condition R, > 1. This
result demonstrates a correlation between the existence of free-living bacteria in the environment
and the existence of leptospirosis disease in the human, animal-host and animal vector. When the
bacteria exist then the disease will exist in all populations. It implies that the improvement to
reduce the free-living leptospires in the environment can reduce the risk of the spread of disease
in all populations.
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Figure 3. The simulation for each population in which endemic equilibrium is exist (The
condition when R, > 1)



As the route of transmission depends on the infection rate parameter (8) which is the
infection occur not only in the human population but also in the animal host and animal vector
population then the next some figures will illustrate the numerical solution for several value of
infection rate (Byy1, Buuz, Buus, Buo, Bv)- Figure 4 show the graph of numerical solution model for
infected human population, recovered human population, animal host population, and animal
vector population with parameter By,1 = 0.1, Byy1 = 0.01, and By,,; = 0.0001. In the infected
human population, there is no significant difference between By,; = 0.1 and By, = 0.01,
whereas for By,,; = 0.0001, the spread of disease is quite slowly in the beginning then increase
to the endemic equilibrium. This phenomenon also occurs in the animal host and vector population.
It is slowly increase in the beginning for By,; = 0.0001. The graph of recovered human
population indicates the same thing with other graph in figure 4.
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Figure 4. The simulation numeric for infected, recovered human population and infected

animal host and animal vector with several value of Byu1 (Byyr = 0.1, Byur = 0.01, Byus =
0.001)
Figure 5 illustrates the graph of numerical solution model for infected human population,

recovered human population, animal host population, and animal vector population with parameter
Bruz = 0.9, Byuz = 0.09, and By, = 0.009. All population in figure 5 shows the same
phenomenon that any difference value of By,,, does not have a significant result. Infected-human,

animal-host and animal-vector population increase almost in the same interval time.
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Figure 5. The simulation numeric for infected, recovered human population and infected animal

host and animal vector with several value of Sy,2 (Buuz = 0.9, Bywz = 0.09, By = 0.009)
Figure 6 illustrate the numerical solution model for infected human population, recovered

human population, animal host population, and animal vector population with parameter B,z =
0.5, Byuz = 0.05, and B,z = 0.005. All population show the same thing for the first interval time
and all of them increase to the endemic equilibrium. However, in the first interval time, all of the

three parameters show the significant difference for each population dynamic.
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Figure 6. The simulation numeric for infected, recovered human population and infected animal

host and animal vector with several value of Byy3 (Byus = 0.5, Byyusz = 0.05, Byus = 0.005)
Figure 7 illustrate the numerical solution of the model for infected human population,

recovered human population, animal-host population, and animal-vector population with
parameter Sy, = 0.05, By, = 0.005, and By, = 0.0005. For infected-human population,
recovered-human population, and animal vector population, the parameter does not have great
effect to the dynamic, whereas for infected-animal host population this parameter has significant

effect to the dynamic.
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Figure 7. The simulation numeric for infected, recovered human population and infected animal

host and animal vector with several value of 8y, (Byo = 0.5, By = 0.05, By, = 0.005)
Figure 8 show the graph of numerical solution model for infected human population,

recovered human population, animal host population, and animal vector population with parameter
By = 0.05, B, = 0.005, and B, = 0.0005. Almost all of the population have the same dynamic
behavior with several value of parameter Sy, however the infected animal vector population have

significant result compare to the other population, specifically when g, = 0.0005.
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Figure 8. The simulation numeric for infected, recovered human population and infected animal
host and animal vector with several value of B8, (8y = 0.5, By = 0.05, 8, = 0.005)

4  Conclusion

Mathematical modelling of leptospirosis with free-living bacteria in the environment has been
constructed and explored through this study. The modelling approach is general and, in principle,
reproducible with other infectious diseases with free-living bacteria in the environment. This study

established, using results from the analysis of the endemic equilibrium expression, the disease



reproductive number R, and numerical simulations of the full model for the linked within-animal
host and between-animal vector models of human leptospirosis. Two equilibrium points are
computed, namely the disease-free equilibrium point and the endemic equilibrium point. This
study also gave the stability analysis for disease-free equilibrium, which is stable if the stability
conditions have been fulfilled with the assumption that all parameters used are positive. This
agrees with the numerical simulation on the existence of disease-free equilibrium. The basic
reproduction number, R, is calculated using the next generation matrix evaluated at the disease-
free equilibrium point. The condition for each pair of the basic reproduction number determined
the existence of the disease in the human population. Numerical simulation are done to verify the
existence of the disease-free equilibrium and endemic equilibrium, which depends on the threshold
parameter R,. The numerical results also give the simulation of the dynamic for the population
chosen, such as infected-human population, recovered-human population, infected animal host
population, and infected animal vector population.
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bidang 6 x 50 menit
penyebaran
penyakit
(epidemiologi)
16 Evaluasi Akhir Semester / Ujian Akhir Semester 30%
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Keterangan:

1.

Bobot Penilaian: Tugas 30% dan Partisipasi 20%

2. Synchronous minimal 6 kali

3. CLO-1 dan CLO-2 diukur pada setiap pertemuan yang menuntut mahasiswa untuk menyelesaikan tugas atau kuis

Petunjuk Pengisian :

1.

Capaian Pembelajaran Lulusan PRODI (PLO-PRODI) adalah kemampuan yang dimiliki oleh setiap lulusan PRODI yang
merupakan internalisasi dari sikap, penguasaan pengetahuan dan ketrampilan sesuai dengan jenjang prodinya yang
diperoleh melalui proses pembelajaran.

. PLO yang dibebankan pada mata kuliah adalah beberapa capaian pembelajaran lulusan program studi (PLO-PRODI)

yang digunakan untuk pembentukan/pengembangan sebuah mata kuliah yang terdiri dari aspek sikap, ketrampulan
umum, ketrampilan khusus dan pengetahuan.

. CLO adalah kemampuan yang dijabarkan secara spesifik dari PLO yang dibebankan pada mata kuliah, dan bersifat

spesifik terhadap bahan kajian atau materi pembelajaran mata kuliah tersebut.

. Kemampuan Akhir adalah kemampuan yang dijabarkan secara spesifik dari CLO yang dapat diukur atau diamati dan

merupakan kemampuan akhir yang direncanakan pada tiap tahap pembelajaran, dan bersifat spesifik terhadap materi
pembelajaran mata kuliah tersebut.

. Indikator penilaian kemampuan dalam proses maupun hasil belajar mahasiswa adalah pernyataan spesifik dan terukur

yang mengidentifikasi kemampuan atau kinerja hasil belajar mahasiswa yang disertai bukti-bukti.

6. Kriteria Penilaian adalah patokan yang digunakan sebagai ukuran atau tolok ukur ketercapaian pembelajaran dalam
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penilaian berdasarkan indikator indikator yang telah ditetapkan. Kreteria penilaian merupakan pedoman bagi penilai agar
penilaian konsisten dan tidak bias. Kreteria dapat berupa kuantitatif ataupun kualitatif.

7. Bentuk penilaian: tes dan non-tes.

8. Bentuk pembelajaran: Kuliah, Responsi, Tutorial, Seminar atau yang setara, Praktikum, Praktik Studio, Praktik Bengkel,
Praktik Lapangan, Penelitian, Pengabdian Kepada Masyarakat dan/atau bentuk pembelajaran lain yang setara.

9. Metode Pembelajaran: Small Group Discussion, Role-Play & Simulation, Discovery Learning, Self-Directed Learning,
Cooperative Learning, Collaborative Learning, Contextual Learning, Project Based Learning, dan metode lainnya yg
setara.

10. Materi Pembelajaran adalah rincian atau uraian dari bahan kajian yg dapat disajikan dalam bentuk beberapa pokok dan
sub-pokok bahasan.

11. Bobot penilaian adalah persentase penilaian terhadap setiap pencapaian kemampuan akhir yang besarnya proposional
dengan tingkat kesulitan pencapaian kemampuan akhir tsb., dan totalnya 100%.

12. TM=Tatap Muka, PT=Penugasan terstruktur, BM=Belajar mandiri.
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BAB I TEORI SISTEM DINAMIK

A. Pendahuluan

1. Deskripsi singkat cakupan materi Bab ini.

Bab ini akan membahas tentang apa yang dimaksud dengan
sistem dinamik. Dimulai dari definisi sistem dinamik, beserta contoh
ilustrasinya. Jenis-jenis sistem persamaan diferensial sampai pada
penentuan solusi dari sistem persamaan diferensial termasuk proses
linearisasi. Pada bab ini dijelaskan juga terkait kestabilan titik
kesetimbangan menggunakan analisis nilai eigen. Pada bagian akhir
diberikan contoh menentukan kestabilan sistem.

2. Tujuan Pembelajaran.

Mahasiswa mampu mendefinisikan sistem dinamik, system
persamaan diferensial linier dan non linier.

b. Mahasiswa mampu menentukan solusi analitik dan kestabilan dari
sistem persamaan diferensial.

B. Materi
1. Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipengaruhi oleh
waktu (t). Jika t kontinu maka bentuk sistem dinamik dapat dinyatakan
oleh sistem persamaan diferensial biasa dan merupakan sistem yang
diketahui nilainya dimasa mendatang jika diberikan kondisi di masa
sekarang atau masa lampau. (Nagle, dkk).

Sistem dinamik kontinu menggunakan waktu kontinu sehingga dapat

dinyatakan dalam sistem persamaan diferensial
x=F(x), xER" (1.1)

dengan F:R"™ — E" adalah suatu medan vektor. Solusi dari sistem

persamaan diferensial (1.1) adalah kurva-kurva g:R" = E™ yang
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memenuhi ‘Z—f = Flp (#)) untuk setiap t € R. Variabel bebas pada sistem

dinamik merujuk pada variabel waktu. Ruang dari variabel terikat pada
sistem (1.1) yaitu ®™ disebut ruang fase. Misalkan x; suatu titik di
ruang fase (1.1). Orbit melalui x; adalah himpunan titik-titik di ruang
fase yang berada pada trayektori yang melalui x;. Di ruang fase, grafik
beberapa orbit disebut potret fase yang memberikan ilustrasi tentang
perilaku dinamika pada suatu sistem. Orbit yang paling sederhana
adalah titik kesetimbangan yaitu titik yang memenuhi kondisi F (x) = 0.
Analisis Dinamik berfungsi untuk mendapatkan informasi kualitatif
mengenai solusi sistem tanpa harus menyelesaikan sistem terlebih
dahulu.
2. Sistem persamaan diferensial

Sistem persamaan diferensial merupakan kumpulan dari nbuah
persamaan diferensial dimana n = 2, dengan g merupakan fungsi yang
tidak diketahui (Trench, 2013). Diberikan sistem persamaan diferensial

orde satu dengan = fungsi tidak diketahui sebagai berikut.
¥1= g1(E Y1, Y2, ¥3, . V)

¥o= g2 (£ ¥1.¥2: ¥3: we. ¥n) (1.2)

¥n= gn (£ ¥1.¥2. Y3 . ¥n)

sistem (2.2) dapat ditulis menjadi :
. ()
¥ (£)

¥ =g(t.y) dengan y = |y (1)

Vu (£
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90 (YL Yor g0 wes Yy )
G2 CE ¥y Y2 g ee s W)
dan glt.y) = | g; (.30, y2 . 000

Gn YL ¥ Voo I
Sistem persamaan diferensial berdasarkan bentuk persamaannya

dibedakan menjadi sistem persamaan diferensial linear dan sistem

persamaan diferensial non linear.

a. Sistem Persamaan Diferensial Linear
Sistem persamaan diferensial linear orde satu dengan variabel

bebas t dan variabel terikat y, dapat ditulis dalam bentuk

y=A)y+f(t) (1.3)
di mana
Y1 ap(t) ap(t) - apt)
y= V: JA(D) = f‘::l:(t) “:::(t) ﬂ'f”:[tj , dan f(t)
Vn Ty (tj Q2 (tj on (tj
f1(t)
_|A®
n (1)

Jika f(t) = 0, maka persamaan (1.3) disebut sistem persamaan
diferensial linear homogen. Namun jika f(t) # 0 disebut sistem
persamaan diferensial linear non homogen (Trench, 2013).
Contoh sistem persamaan diferensial linear homogen adalah :
i=Tx+3y—4z
¥ =12x 4 1ly + 6z (1.4)

E=d4x —Fy— 2z
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b. Sistem Persamaan Diferensial Non Linear
Sebuah sistem persamaan diferensial dikatakan non linear
jika memuat persamaan yang merupakan persamaan non linear.
Sedangkan menurut Ross (2004) sebuah persamaan dikatakan
non linear jika variabel terikat dan turunannya memiliki derajat
tidak sama dengan satu. Selain itu terdapat unsur perkalian antar
variabel tak bebas atau dengan lainnya, atau turunan-
turunannya, serta turunan dengan variabel terikat.
Contoh sebuah sistem persamaan non linear adalah :
%= 6xy + 3y — 5z
¥y =2x% + 1lyz + 6z (1.5)
=4y — Ty -2z
3. Teori Linearisasi

Persamaan Diferensial Nonlinear 1 Dimensi

dx B

T fix)
Misalkan =* adalah titik tetap. Jika f{x3 memiliki turunan sampai
orde tak berhingga maka deret Taylor dari fix) disekitar x* :

'z

2t

Fll=fl )+ 7 G — 20 + (= )% + o

Karena x" titik tetap maka f(x* )= 0 sehingga :
fr r{x.]

2!

flx) =0+ Fx")x— =) + (r — P+

Jika x berada cukup dekat dengan x* maka (x — =) bernilai kecil,
sehingga suku-suku yang mengandung (x — ="}, n =2 dapat
diabaikan

fla) m il dx — x*)

Misalkan f'{x*) = a, (x — x*) = u maka diperoleh sistem hampiran
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du
ar yang berupa sistem linear.
4. Kestabilan
Kestabilan sistem otonomus nonlinear 1 Dimensi
Titik tetap x* pada persamaan % = f(x) akan:
a. Stabil jika f'(x") <0
b. Tak stabil jika f'(x*) = 0
c. Tak dapat ditentukan kestabilannya jika f'(x*) = 0

Persamaan Diferensial Nonlinear 2 D

= = fley)
dy
7 = olxy)

Misal {x*,v*) adalah titik tetap %: £(x,y) dan %z 50%.y)
Flry) = £ty ) + () — 2 % Gy )= 3
1 B:f B:f

I xt M — 42
+2: ﬂx:(.rj]{x =+ axdy

(29" Mo — ")y — v*)

8° )
T
dg ag
gx,y) =g, y") +a(x*,y*)(x - x") +@(x*,y*)(y -y)+

1 [d%g
2! [ax2

2 2
()= 2+ 25y )= X0 = ¥+ 560 - )+
Karena (x*,y"] titik tetap, maka

d 3
fle.y) =0+ f{x'.j"]{x— x*) +B—£{x'.y']{j~_ ¥ 4 e

ax

glr.y) = D+z—f(x'.j"]{x— 1) +z—i(x'.j"](y— ¥4 e
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Jika x,y berada dekat dengan (x*,y') maka (x— x*) dan (y — y")
sangat kecil. Akibatnya (x — x*)" dan (y — +*J", n = 2 sangat kecil dan
bisa diabaikan. Sehingga:

LI a2 e e
.f':-l'-_‘,lr]ﬂ-a':x.j. ]{I—x]+ay{x.j. ]{J'_J']

d d
gl y) = _ﬂu-.y-)u ~ 2% +a—;‘f{x-.;..~-1<;..~ — ¥

—(x x]—d——f'(xj]
%
E{J’—J’]—d =gz, y)
d e v e
— G =x)m——lx j-]'f,r—x]+ﬂy'ix-} My = y°)

d d
-y %(x'._}"]{x _x) +a—jf<x-.y-1<;..~ — ¥

Misalkan:u=x— x"danv =y — y°

E’“ﬁ{x ¥y ]u+—f(x ¥ * e

dt
dr dg . g
n’t’"ﬂx{x ¥ ]u+ﬂj'i.r ¥y
raf )
i[’(]_ E(.r _j-] E'i.r 3 ) [u]
delvl 109 oo B8 |
a2 dy ?
rdf  af
d ax  dy u
E[,:] = dg dg [L]
e ayd e
ar ar
dimana 4 = t‘” &
3g agf
x 3y

Matriks A disebut matriks Jacobi sistem nonlinear.
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6. Titik Kesetimbangan
Definisi 1: (Olsder & Woude, 1998)
Diberikan sistem persamaan diferensial berbentuk :
%= f(x) (1.6)
Titk xe R" disebut titik kesetimbangan (titik equilibrium) dari
persamaan (1.6) jika fix) = 0.
Contoh
titik kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial berikut :
#,= 2x, — 2%,
#,= 2y, —x, F 4wt (1.7)
Penyelesaian :
Misalkan = = (x,.x-)" adalah titik kesetimbangan dari sistem (1.7)
maka 2xy —2xyx0 =0 (1.8)
2%, —x, + x,m =0 (1.9)
persamaan (1.8) didapatkan
2¢,(1—-x,)=0
sehingga menyebabkan
x; = 0atau x; =1
Substitusikan x, = 0 ke persamaan (1.9) sehingga didapatkan
2x,+ 2,7 =0
2+ x.)=10
menyebabkan
x, =0 atau x, = -2
Kemudian substitusikan x, = 1 ke persamaan (1.9) sehingga diperoleh
2-x,"41=0e x,°=3
xy=+3ataux, = —\3
Jadi, sistem (1.7) memiliki empat titik kesetimbangan yaitu
(0,0), (0, -2), (V3.1) dan ( - V3.1).
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Definisi 2 [5]
Titik kesetimbangan x* = (x,*,x," ..., x,. ) dikatakan:
a. stabil, jika W¥c > 0,35 >0 sedemikian sehingga untuk
(0] — x*|| = &, maka berlaku llx(0) — x*|| < &Vt = 0,
b. stabil asimtotik, jika stabil dan J1&,,0 < &; < & sehingga solusi
x = x(t) memenuhi [|X(0) — x*|| < &, berlaku E‘;Hﬂ =x,

c. tidak stabil, jika tidak memenuhi kriteria stabil.

Teorema 2

Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear bersifat sebagai

berikut.

(1) stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan hasil linearisasi stabil
asimtotik,

(2) tidak stabil, jika titik kesetimbangan hasil linearisasi tidak stabil,

(3) tidak dapat ditentukan, jika terdapat nilai eigen bernilai nol.

Teorema 2 tersebut menjelaskan bahwa kestabilan titik

kesetimbangan sistem nonlinear dapat didekati dengan kestabilan titik

kesetimbangan sistem linear hampiran di sekitar titik tersebut,

sehingga kestabilan yang diperoleh hanya bersifat lokal (Robinson et

al., 2013), [6].

Khusus n =2 misal 4 = [” g],dan :‘: = A%, dengan x = (x,y)"
c

dan det(A) =0. Nilai eigen matriks Aadalahi,dan i,. Kriteria jenis
kestabilan titik kesetimbangan berdasar nilai 1, dan i, terdapat di
Tabel 1.
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Tabel 1 Kriteria kestabilan titik kesetimbangan

A, de R Ay da =10 Tidak stabil
Ap e =D Stabil asimtotik
=0 = i, Tidak stabil pelana
Ai=d.=0 Tidak stabil
1, =1.=0 Stabil asimtotik
A, =atif eC o =0 Tidak stabil
o= 0 Stabil asimtotik
a=10 Stabil Center

Bila nilai 1, dan i, sulit ditentukan tandanya, maka kriteria pada Tabel
1 tidak dapat digunakan. Oleh karena itu, diberikan kriteria kestabilan
titik kesetimbangan berdasarkan nilai trace dan determinan matriks A.

Persamaan karakteristik matriks A diperoleh dari |4 — AI| = 0, yaitu

oa— A b
e d— 4

Diperoleh persamaan kuadrat
AF—-(a+d)i+(ad—bc)=0
A% — (trace(4))A + det(4) = 0. (1.10)

|=n.

Misalkan D = (trace(ﬂ)): — 4 det(4). Solusi persamaan (1.10)

_ trace(4) VD

Ao = :
- 2
Nilai A, dan A, pada persamaan (1.10) memenuhi
A, + A, = trace(4), (1.11)
Ayd, = det(4). (1.12)
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Berdasarkan persamaan (1.11) dan (1.12), kriteria kestabilan titik

kesetimbangan diberikan pada Tabel 2.

Tabel 2 Kriteria kestabilan berdasarkan nilai trace {4) dan det(4).

det(A) | trace(4d) | D Nilai Eigen Kestabilan

0 =10 AL =0 Tak stabil

! i.=atibhaz=0 Tak stabil

=0 =0 <0 Ay, =tib Stabil

] =0 A.i =0 Stabil asimtotik
o <0 in-atibha<0 | Stabil asimtotik

={ ={ A=04,<0 Tak stabil

=0 =0 =0 1,=01,<0 Tak stabil

=0 =0 1.=01.<10 Tak stabil

Tahapan Analisis Dinamik, adalah

1.

Penentuan titik kesetimbangan

2. Penentuan jenis kestabilan lokal dengan melakukan linierisasi

3.

di sekitar titik kesetimbangan (x*,v*)

Potret fase

Sistem otonomus Linear dan Nonlinear
Bentuk umum sistem otonomous linear 2 dimensi sebagai berikut

dx _
 —Px—ay
dy
a0

Solusi analitik

ERER
[p; si,l]:':l
(p—A)(s—1) —gr=0

AA—(p+s)dA+ps—qr=20
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AT —trace(A)A+ det(4) = 0
b tracefA) =/ (race{ A})® — 4det(4)
LE 2
Ay £ 4 = trace (4]

A4 = det(A4)
Oleh karena itu
1. A,A, =det(4) < 0 maka A, dan 4,berbeda tanda
2. A,A, = det(4) > 0 maka 4, dan A, bertanda sama
Solusi analitik untuk 1, = 1.

(£) —+ +
[;{t] = C,gM'p, + C,e2t,
7. Contoh
Kasus 1. Akar real berbeda

Diketahui sistem:

dx
ik
dy .
dt 1 —xy

a. Titik kesetimbangan: (x*,y*) = (1, 1)
b. Kestabilan
Matriks Jacobi:

1 -1
J(x,y) = [_},: _zx},]
Nilai Eigen:
1 ~
Ay=—=+=-V3 =0
2
1 —
A,=—=—=v3 <0
- 2

Maka jenis kestabilan: Tak Stabil Pelana
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c. Potret Fase

11.5.15)
‘}/.
1, 1) |
a .':-'- ¥ ! PR .-i'_
----- - m . . .~
3—10)®. .
‘f:hi_in} { 1 B B | . . .

Kasus 2. Akar real sama

Diketahui
dx

day

—=1-y—(1+y)x

dt

a. Titik kesetimbangan

(r,y) = (L, 0)
(x2,32) = (0, 1)

b. Kestabilan
Matriks Jacobi

j’[x,_'_l,r] = [_(lj:_},j

Nilai eigen

(1, 0) maka J(1,0) = [

x

R

i, = —1 stabil

(0, 1) maka J(0,1) = [1 _01]

12 Pemodelan Matematika Epidemiologi
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c. Potret fase

.....

.......

Kasus 3. Akar Kompleks

Diketahui
dx .
@y
dy
@t

a. Titik kesetimbangan

(x1.y7) =(0. 0)
(23} =(L 1)
b. Kestabilan
Matriks Jacobi

jey) =2 ]
Nilai eigen

J(0.,0) = [T :ﬂ diperoleh i,.=-1+iV3

Pemodelan Matematika Epidemiologi
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J(1,1) :ﬁ ::ﬂ.diperoleh AL:=£

Jenis kestabilannya
Nilai eigen di (0. 0}, bagian real negatif jenis kestabilan adalah stabil.

Nilai eigen di (1. 13, bagian real positif jenis kestabilan tidak stabil

pelana.
c. Potret fase
34 ;1.5.3:-.
f g
! .-'r’ :
? ‘.‘-//’,.-_’t
: | L
(5154 | A - .
R R R e e T ¥ L JC%))
. y 055
] ) f'
Na {777
An e x_\_as\‘\.?:_ /s 1 15
AR
e -~ T/.F'- *
[ T o =
_. 1

C. Rangkuman

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipengaruhi oleh
waktu (t). Jika t kontinu maka bentuk sistem dinamik dapat dinyatakan
oleh sistem persamaan diferensial biasa dan merupakan sistem yang
diketahui nilainya dimasa mendatang jika diberikan kondisi di masa
sekarang atau masa lampau. Sistem ini dapat mewakili suatu
fenomena-fenomena di alam, maupun dalam kehidupan sehari-hari.
Analisis Dinamik berfungsi untuk mendapatkan informasi kualitatif
mengenai solusi sistem tanpa harus menyelesaikan sistem terlebinh
dahulu. Sistem dinamik yang berbentuk sistem persamaan diferensial
merupakan kumpulan dari n buah persamaan diferensial dimana n = 2,
dengan g merupakan fungsi yang tidak diketahui. Sebuah sistem
persamaan diferensial dikatakan non linear jika memuat persamaan
yang merupakan persamaan non linear atau sebuah persamaan

14 Pemodelan Matematika Epidemiologi



dikatakan non linear jika variabel terikat dan turunannya memiliki
derajat tidak sama dengan satu

D. Perlatihan
Tentukan analisis dinamik sistem berikut

1. Diketahui
dx
It =x—2y
dy
n =5x—y¥
2. Diketahui
dx ,
2 X TY- 1
dy
2 YT y(x—2)
3. Diketahui
dx ,
it —¥V+x°—xy
dy 5
E=—}F+:X‘
4. Diketahui
d;x —
dr =¥
dy _ 2
I —x+x
5. Diketahui
= =x +4y —xy’
dy -
It =2x—y+x“y
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BAB II EPIDEMIOLOGI DALAM MODEL
MATEMATIKA

A. Pendahuluan

1. Deskripsi singkat cakupan materi Bab ini

Dalam bab ini dibahas mengenai bagaimana epidemiologi dalam
matematika. Epidemiologi merupakan landasan bagi kesehatan
masyarakat, yang membentuk pengambilan keputusan dalam
kebijakan publik dan praktik berbasis bukti dengan
mengidentifikasi faktor risiko penyakit dan mengidentifikasi
tujuan pencegahan  penyakit. Epidemiologi telah membantu
mengembangkan metodologi yang digunakan dalam penelitian Klinis,
penelitian  kesehatan masyarakat, dan, pada tingkat lebih
rendah, penelitian terpaan dalam matematika. Bidang utama studi
epidemiologi meliputi penyebab penyakit, penularan penyakit,
penyelidikan wabah, surveilans penyakit, epidemiologi lingkungan,
epidemiologi forensik, epidemiologi pekerjaan,
penapisan, pemantauan hayati, dan perbandingan efek pengobatan
seperti dalam uji klinis. Beberapa model dasar penyebaran penyakit di
bahas dalam bab ini.

2. Tujuan Pembelajaran.

a. Mahasiswa mampu menyusun asumsi dari suatu fenomena
penyebaran penyakit

b. Mahasiswa mampu menyusun diagram kompartemen dari asumsi
yang telah dibuat

c. Mahasiswa mampu mengkontruksi sistem persamaan dari diagram
kompartemen yang telah dibuat
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a.

Materi

Asumsi, Diagram Kompartemen, dan Model Matematika
Penyebaran Penyakit Menular

S-I-R

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

Populasi terbagi menjadi 3 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terinfeksi penyakit (I), dan
subpopulasi individu sembuh (R).

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu
terinfeksi dengan laju penularan sebesar f.

Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju
kesembuhan sebesar y.

Individu yang sudah sembuh tidak dapat terinfeksi kembali.
Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju
kematian sebesar u.

Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

i~ [ 2§ = R
o gsi ~ i
Jlllr
iws I R
v \

Model:
ds BSI
a- NS
dl  [BSI
ETa i L
dR I uR
GV H
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b.

S-E-I-R

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

Populasi terbagi menjadi 4 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terekspos (tertular namun belum
bisa menularkan) penyakit (E), subpopulasi individu terinfeksi
penyakit (1), dan subpopulasi individu sembuh.

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu
terinfeksi sehingga menjadi individu terekspos dengan laju
penularan sebesar B.

Individu terekspos akan menjadi individu terinfeksi dengan laju

infeksi sebesar 9.

Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju
kesembuhan sebesar V.

Individu yang sudah sembuh tidak dapat terinfeksi kembali.
Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju
kematian sebesar K.

Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

ot 5 g ! R
g oE o

:,'r."'i' g i_rl-l' I!'n?
Model:
ds_ . BSI_
=N
dE_pSI_ . .
Z=n 9E-m

dt
dR
dt

I
=0F —yI —ul

=yl —uR
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C.

S-I-R-1

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

Populasi terbagi menjadi 3 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terinfeksi penyakit (l), dan
subpopulasi individu sembuh (R).

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar & masuk pada
subpopulasi S.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu

terinfeksi dengan laju penularan sebesar B.

Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju
kesembuhan sebesar V.

Individu yang sudah sembuh dapat terinfeksi kembali dengan laju
penularan sebesar B.

Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju

kematian sebesar K.
Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

BRI
N
&.IN i 5 - 3 I — I
51 ¥l
T J\il
| TR pl ftH
Model
ds BSI
a- NS
dl  BI(S+R) L
ar N —¥— R
dR BRI
G VT TR
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d.

S-E-I-R-E

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

Populasi terbagi menjadi 4 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terekspos (tertular namun belum
bisa menularkan) penyakit (E), subpopulasi individu terinfeksi
penyakit (1), dan subpopulasi individu sembuh.

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu
terinfeksi sehingga menjadi individu terekspos dengan laju
penularan sebesar B.

Individu terekspos akan menjadi individu terinfeksi dengan laju

infeksi sebesar 9.

Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju
kesembuhan sebesar V.

Individu yang sudah sembuh dapat terinfeksi kembali dengan laju
penularan sebesar B.

Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju

kematian sebesar K.
Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

RRD
N |

wiv > . . . Y ' o
1 ,I'!Sl' ) E BE - o =5} 8
1 —

-
=
o

Model:

ds BSI
a- NS
dE  BI(S+R)
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I
dt
dR

dt

=0E—yI—ul
RI
— =yl - ﬁT —uR
S-I-R-V

e.

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

Populasi terbagi menjadi 3 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terinfeksi penyakit (I), dan
subpopulasi individu sembuh (R).

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.

Vaksinasi diberikan kepada individu rentan dengan cakupan
sebesar P dan tingkat efikasi sebesar 4.

Individu yang sudah divaksin dan terbentuk kekebalannya tidak
bisa terinfeksi penyakit.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu
terinfeksi dengan laju penularan sebesar 5.

Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju
kesembuhan sebesar V.

Individu yang sudah sembuh tidak dapat terinfeksi kembali.
Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju
kematian sebesar K.

Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

22
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T

pgs
@'{_z. g — I — R
BCL — py)S! ¥
I
s ul R
1 A" W
Model:
s B-pgsr
GFT N PSS
dl  f(1—pq)sI Il
PR
dR . .
a5 - Y —uR
av s v
P
f. S-E-I-R-V

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

o Populasi terbagi menjadi 4 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terekspos (tertular namun belum
bisa menularkan) penyakit (E), subpopulasi individu terinfeksi
penyakit (1), dan subpopulasi individu sembuh.

e Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.

e Vaksinasi diberikan kepada individu rentan dengan cakupan
sebesar P dan tingkat efikasi sebesar 4.

e Individu yang sudah divaksin dan terbentuk kekebalannya tidak
bisa terinfeksi penyakit.
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e Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu

terinfeksi sehingga menjadi individu terekspos dengan
penularan sebesar B.

¢ Individu terekspos akan menjadi individu terinfeksi dengan laju

infeksi sebesar &.
e Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan

kesembuhan sebesar V.
¢ Individu yang sudah sembuh tidak dapat terinfeksi kembali.

e Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju

kematian sebesar K.
e Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

-

e & [ af B L o) ] .| F
i {01 — pyst [T T

F o F 7
. Jr ¥

Model:

ds B(1— pq)Si
E—ﬂ’ —T—P‘?S—HS
dE  B(1—pq)sI OF — uE
a N UETH
I—BE T !

T —Vi—H

dR_ ; R

E—}’ —u

dV_ S v

E—P‘? —H
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g. S-I-R-I-V
Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

Populasi terbagi menjadi 3 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terinfeksi penyakit (I), dan
subpopulasi individu sembuh (R).

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.

Vaksinasi diberikan kepada individu rentan dengan cakupan
sebesar P dan tingkat efikasi sebesar 4.

Individu yang sudah divaksin dan terbentuk kekebalannya tidak
bisa terinfeksi penyakit.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu

terinfeksi dengan laju penularan sebesar B

Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju
kesembuhan sebesar V.

Individu yang sudah sembuh dapat terinfeksi kembali dengan laju
penularan sebesar B.

Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju
kematian sebesar K.

Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.

Diagram kompartemen:

- ¥
Lo iV
b Ri
pas 4 BRI |
,‘ ' N
i = 9 T I = %
B — pg )t ¥l

J}ﬁ : | ul Juh‘
W K

Model:
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ds
dt

_ B(1-pg)si

=aN————F————pqS5 —us

N

dl _B(1—pq)SI BRI

— — vyl —ul
—i—N ¥i—p

dt N

dR BRI

G VT TR
dv s -

ar pgs — M

h. S-E-I-R-E-V

Asumsi-asumsi yang digunakan untuk membangun model:

26

Populasi terbagi menjadi 4 subpopulasi, yaitu subpopulasi individu
rentan (S), subpopulasi individu terekspos (tertular namun belum
bisa menularkan) penyakit (E), subpopulasi individu terinfeksi
penyakit (1), dan subpopulasi individu sembuh.

Individu baru lahir dengan laju kelahiran sebesar @ masuk pada
subpopulasi S.
Vaksinasi diberikan kepada individu rentan dengan cakupan

sebesar P dan tingkat efikasi sebesar 4.

Individu yang sudah divaksin dan terbentuk kekebalannya tidak
bisa terinfeksi penyakit.

Penularan terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu
terinfeksi sehingga menjadi individu terekspos dengan laju

penularan sebesar B.
Individu terekspos akan menjadi individu terinfeksi dengan laju

infeksi sebesar 6.
Individu terinfeksi mengalami kesembuhan dengan laju

kesembuhan sebesar V.
Individu yang sudah sembuh dapat terinfeksi kembali dengan laju

penularan sebesar B.
Masing-masing subpopulasi terjadi kematian individu dengan laju

kematian sebesar K.
Tidak ada migrasi (baik imigrasi maupun emigrasi) yang terjadi.
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Diagram kompartemen:

« 'u. 'rll

y RRT
|pas N

ab .| 5 & S ] (N~
Bt = ppidl BE v

I [fE [t ult

Model:

s B-pgsr
E—m\r—T—qu—m
dE_B(1—pq)SI BRI =
E_T+T—Ub—ﬂb
df—BE I !

T —V—Hu

dR BRI

G Vo R

av_

o7 = P4S —uV

C. Rangkuman

Model dasar penyebaran penyakit menular SIR bisa dikembangkan
mengikuti perilaku dari penyakit masing-masing. Bisa menjadi SEIR,
SIRI, SEIRE, SIRV, SIRIV, SEIREV, atau yang lain misal ditambahkan
kompartemen sub populasi dikarantina sehingga menjadi SQIR atau
laiinya.

Perubahan jumlah individu pada masing-masing kompartemen
atau subpopulasi didapat dengan mengurangkan jumlah individu yang
masuk ke kompartemen tersebut dengan jumlah individu yang keluar
dari kompartemen tersebut.

Perubahan tersebut secara matematika  merupakan
representasi dari turunan pertama suatu fungsi. Dalam hal ini, fungsi
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yang dimaksud adalah fungsi jumlah individu masing-masing
subpopulasi tiap satuan waktu.

D. Perlatihan
Buatlah asumsi, diagram kompartemen, dan model matematika dari
penyebaran penyakit beirkut:

1.

SOV NORk WD

Malaria

Demam berdarah
HIV/AIDS

Herpes
Tuberculosis
Campak

Rubella
Meningitis
Covid-19
Schistosomiasis
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BAB III
METODE NUMERIK

A. Pendahuluan

1. Deskripsi singkat cakupan materi Bab ini.

Bab ini akan membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial
menggunakan metode numerik. Program komputer yang digunakan
untuk membantu penentuan solusi numerik adalah program Python

2. Tujuan Pembelajaran

Mahasiswa mampu menentukan solusi numerik dari suatu
persamaan diferensial yang diberikan

b. Mahasiswa mampu menggunakan beberapa metode dalam
penyelesaian persamaan diferensial

B. Materi
a. Persamaan Diferensial
Persamaan Diferensial adalah suatu persamaan yang memuat
turunan fungsi dari satu atau lebih peubah tak bebas terhadap
satu atau lebih peubah bebas. Jika ditinjau dari variabel bebas
pada turunannya, ada dua persamaan diferensial, yaitu:
o Jika variabel bebasnya hanya satu, maka disebut Persamaan
Differensial Biasa.
e Jika variabel bebasnya lebih dari satu, maka disebut
Persamaan Differensial Parsial.
Masalah nilai awal adalah hal yang umum dijumpai pada
persamaan diferensial biasa dengan bentuk
v =fl) (1)

f adalah suau fungsi. Solusi dari persamaan (1) adalah
y= J‘ fladdx+c

Solusi tersebut mengandung konstanta sebarang c. Untuk
menentukan solusi yang unik, diperlukan suatu syarat awal,
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.‘J":-rn] =M (2)

Bentuk yang lebih umum dari persamaan diferensial biasa adalah

y' =flzy) (3)

Persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan cara yang sama.
Misalkan
y" = plx)ylx) + glx)

Fungsi z(x} dan g(x} diasumsikan kontinu untuk persamaan
.z} =plxlz(x) + qlx)

dan solusi umumnya dapat dicari dengan menggunakan faktor
integrasi.

Untuk nilai awal yang besar, tidak ada solusi analitik karena
persamaan tersebut nonlinear, misalnya y' = g*¥" | diskontinu, atau
stokastik. Salah satu solusi yang dapat dilakukan adalah
menyelesaikan secara numerik. Dalam bab ini akan dibahas
beberapa metode dalam Persamaan Diferensial Numerik, yaitu
metode single step dan multistep

. Metode Taylor
Misalkan diketahui suatu persamaan diferensial dan syarat batas
dy
=) (4)
ylxpd =y

Untuk memperoleh penyelesaian, y diekspansikan menurut Deret
Taylor di x = x;, maka

ME2IE

y'lxg) y''lxg) . 3
_‘J'{I] :_T{xﬂ]-'_ L:I} {x_.rn]+ E:I} {x—xn]_‘i‘ 31 {x—xn]! (5)
galat

Contoh :
Selesaikan PD berikut secara eksak dan numerik

dy

ax = FtY

pio) =1

Penyelesaian :
PD tersebut merupakan PD Linear tingkat 1, sehingga:
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dy
dx
faktor integrasi:

y=x
u= g Pladdx — —Jdx _ -2

Substitusi ke penyelesaian
yr = J‘ Qlx) vdx + C

ye ¥t = J‘_Jm"Ir dx + €

ye ¥ =—xe ¥ —e "+

y=—x—1+¢ce*

Substitusi syarat batas
y(0) =1

l=-0-1+=¢

=2

Diperoleh penyelesaian komplementer persamaan diferensial
ylx) =28 —x—1

Jika diselesaikan secara numerik :

, . h* @) h* @ h® )
y(x) =yleg) + hy'(xp) + BT (xg)+ ETES (g + P (xg)+ TR ()
at o<e<h

h=x—x,
Dari PKPD diperoleh:

ylx) = 28" —x -1

y(0) =2"-0-1=1
Untuk x = 0,1

y(0,1) = 2% —0,1 - 1= 1,1103

diperoleh
h=x—-xz,=01-0=01

vV =xr+y=0+1=1
y =1ty =141=2
yr =yt =2

32 Pemodelan Matematika Epidemiologi



Y yrrr =2

= 4

yG) = yrg) + hy ) + 3" Grg) # 5y @) + -y rg) 4 oo (galat)

a 4

h* F F
y(©.0) = y(0) + hy'©) + 23" () + 3" () + -y “ () + - (galat)

y(0.1) =1 +01(1) +5x 107(2) + 1.67 x 107*(2) + 4,167 x 1075(2)
y(0,1) =1 40,14 0,01 +0,000334 4 0.0008334 = 1,1103
Diperoleh galat:

e=x—x=11103 —1,1103 =10
Untuk = = 0.2

e Secara eksak »(0,2) = 1,2428

e Secara numerik:
d ||':-'I-

) = yeo) + hy! i) + 2y Crg) 42y @)+ oy )
4 - (galat)

F

h= h® I
y(0.2) = y(©) +hy'©) + 27y (0) + 3777 ©) + 7 y0©)
+ - {qn{n_r]
y(0.2) =140.2(1) +0,02(2) + .33 x 1072 (2) + 6,67 x 107°(2)

14024004+ 266 x107% +1,334 % 1074
1,2427934

Diperoleh galat:
E=x—%=12428 — 1.2427934 = 6.6 = 10°°¢

Jika ditabelkan sebagai berikut.

X y taylor | y analitik
0,0 | 1,0000 | 1,0000
0,1]1,1103 | 1,1103
0,2 | 1,1248 | 1,2428
0,3 [1,3997 | 1,3997
0,4 1,5835| 1,5836
0,5]1,7969 | 1,7974
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Dalam  penyelesaian menggunakan python, kita bisa
menyelesaikannya dengan orde yang berbeda, pada bab ini kita
akan menyelesaikan hingga orde ke-3. Sebelum menulis source
code dalam python, perhatikan kembali rumus metode Taylor

h? 2 4 hE
vix) = ylxg) + hy'lxg) + ;y"(xn] +?j"3'(xn]+?)"4'{,rn] +5—,j"5'(s]

L —
galat, Dsah

Terlihat bahwa kita memerlukan turunan-turunan yang sesuai
dengan orde yang kita gunakan untuk mencari penyelesaiakan

(6)

y=2" —x -1

y =lef—-1=y+z (7)
v o=y +1l=y+x+1 (8)
J'Igl :_T" ’ :_‘I|‘+I+L
(9)
Kita gunakan persamaan (6) - (9) untuk menyelesaian

penyelesaian numerik metode taylor orde 1 hingga orde 3. Berikut
adalah source code untuk Metode Taylor

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

xk=0.5

x0=0

n=>5

y0=1

h=xk/n
ordel=np.zeros (n+l)
orde2=np.zeros (n+l)
orde3=np.zeros (n+l)
X=np.zeros (n+l)
y=np.zeros (n+l)
eksak=np.zeros (n+l)

x[0]=x0

ordel [0]=y0
orde2[0]=y0
orde3[0]=y0
eksak[0]=y0
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for i in range (1,n+1):
x[1]=x[1-1]+h
ordel[i]=ordel[i-1]+h*(x[i-1]+ordel[i-11])

#orde 1
orde2[i]=orde2[i-1]+h* (x[i-1]+orde2[1i-
11+h/2* (1+x[i-1]+orde2[i-1])) #orde 2

orde3[i]=orde3[i-1]+h* (x[i-1]+orde3[1i-
11+ (h/2)*(1+x[1i-1]4+orde3[1i-1])+ (h**2/6) * (1+x[1i-
1]+orde3[i-1])) #orde 3
eksak[i]=2*math.exp(x[i])-x[i]-1

plt.subplot(2,1,1)
plt.plot(x,ordel,color="r',label="Taylor orde 1"'")
plt.plot(x,orde2,color="g',label="Taylor orde 2'")
plt.plot(x,orde3,color="b', label="Taylor orde 3'")
plt.plot (x,eksak,color="m',label="Eksak"')
plt.legend(loc='best"')

plt.title('Penyelesaian numerik h=%s'%(h))
plt.grid()

plt.subplot(2,1,2)

plt.plot (x,np.abs (eksak-ordel),color="r', label="Galat
orde 1")

plt.plot (x,np.abs (eksak-orde2),color="g', label="Galat
orde 2')

plt.plot (x,np.abs (eksak-orde3),color="b', label="'Galat
orde 3')

plt.title('Galat Metode Taylor')
plt.legend(loc='best")

plt.grid()

plt.suptitle (r"Grafik Penyelesaian S$Sy'=x+yS$")
plt.subplots adjust (top=0.85,wspace=0.4,hspace=0.4)
plt.show ()

#cetak tabel

d = {'x': x, 'Taylor Orde 1':ordel, 'Taylor Orde
2':orde2, 'Taylor Orde 3':orde3, 'Eksak':eksak, 'Galat
orde 1':np.abs(eksak-ordel), 'Galat orde

2':np.abs (eksak-orde?2), 'Galat orde 3':np.abs(eksak-
ordel) }

df = pd.DataFrame (data=d)

df

Diperoleh grafik dan hasil tabulasi sebagai berikut:
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1.00000
1,10000
1.22000
136200
1.52820
1.72102
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1110000
1.242050
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1.754884
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Rumus umum metode Euler untuk persamaan diferensial orde
pertama diberikan oleh:

y' = Fflx,y)
Mendekati turunan di titik x;
r Vi — W
yx) w2
i — %y

(6)

(7)

Substitusi ini mengubah persamaan diferensial di atas menjadi
dan mengganti

persamaan beda,
menjadi: )
ylxy) = %

Yiar =W+ h‘.‘l" Ii-”:P }"l']
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Contoh :
Selesaikan PD berikut dengan metode Euler

Penyelesaian:

ylxg+ h) = ylxg) + by (x,)

Substitusikan x; = 0 dan y, = 1, sehingga:
¥(0,1) = ¥(0 + 0.1} = (0} + 0.1y"(0) = 11000
»(0,2) = v(0.1 4 0.1) = y(0,1) + 0.1y"(0,1) = 1,2200

Jika ditabelkan

0 | 1,000000 | 1,000000 | 0,1 1,00 0
0,1 | 1,100000 | 1,200000 | 0,12 1,1103 | 0,1103
0,2 | 1,220000 | 1,420000 | 0,142 1,242 0,0028
0,3 |1,362000 | 1,662000 | 0,1662 1,3997 | 0,0377
0,4 |1,528200 | 1,928200 |0,19282 | 1,5836 | 0,0554
0,5 | 1,721020 | 2,221020 | 0,222102 | 1,7974 | 0,0764
0,6 |1,943122 | 2,543122 | 0,254312 | 2,0442 | 0,1011

Apabila ingin tingkat galat (error) yang semakin

perkecil juga nilai 1

Jika nilai h diperkecil, h = 0,02

kecil, maka

0 1,000000 | 1 0,02 1,0000 | O
0,02 | 1,020000 | 1,04 0,0208 1,0204 | 0,0004
0,04 | 1,040800 | 1,0808 0,021616 | 1,0416 | 0,0008
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0,06 | 1,062416 | 1,122416 0,022448 | 1,0637 | 0,0013
0,08 | 1,084864 | 1,16486432 | 0,023297 | 1,0866 | 0,0017

0,10 | 1,108162 | 1,20816161 | 0,024163 | 1,1103 | 0,0022

Dapat disimpulkan bahwa error untuk y\left(0,1\right) bernilai lebih
kecil untuk h=0,02 daripada h=0,1

Penyelesaian dengan menggunakan python:

Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan python, gunakan
source code berikut ini:

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

xk=0.6

x0=0

y0=1

n=6

h=xk/n

y=np.zeros (n+1l)

x=np.zeros (n+l)

eksak=np.zeros (n+l)

ba=np.zeros (n+1l)

x[0]=x0

y[0]=y0

eksak[0]=y0

for i in range (1,n+1):

x[1]=x[1-1]+h
ylil=y[i-1]+h*(x[1-1]+y[i-1])
eksak[i]=2*math.exp(x[i])-x[i]-1

plt.subplot(2,1,1)
plt.plot(x,y,color="red',label="Euler')
plt.plot(x,eksak,color="blue', label="Eksak')
plt.legend(loc="best"')

plt.title('Penyelesaian numerik untuk h=%s'% (h))
plt.grid()

plt.subplot(2,1,2)

plt.plot (x,np.abs (eksak-y),color="red')
plt.title('Galat Metode Euler')
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plt.legend(loc="best"')

plt.grid()

plt.suptitle (r"Grafik Penyelesaian Sy'=x+yS$")
plt.subplots adjust (top=0.85,wspace=0.4, hspace=0.4)
plt.show ()

d = {'x": X, 'Euler':vy, 'Eksak':eksak,
'Galat':np.abs (eksak-vy)}

df = pd.DataFrame (data=d)
df

Diperoleh grafik dan hasil tabulasi sebagai berikut:

Grafik Penyelesaian v' =x +y

Penyelesaian numerik untuk h=0.09995999599993999

2.00 4

173
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0.0 01 02 0.3 aa 05 06
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0700 1

[+8 (ri

Q050

Q0354

Qoo _——
0.0 (U ) Dz 3 CLd a5 0.6

X Euler Eksak Galat

0 0.0 1.000000 1.000000 O0.000000
1 (1 1700000 1110342 0.010342
2 0.2 1.220000 1242806 0.022800
3 0.3 1.362000 1299718 0.037718
4 04 1.528200 1583648 0.056448
6 05 1.721020 1.797443 0.076423
6 06 1.243122 2044238 0101116
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d. Metode Modifikasi Euler (Heun)
Metode Haun menganggap ekstrem diperoleh  dari
turunanpertama sehingga diperoleh galat yang masih besar.
Untuk mengurangi galat, perlu dilakukan modifikasi. Pada
metode heun, diambil nilai rata-rata dari kemiringan garis
singgungnya.
Metode Euler Yot =¥ +hY',

h
Metode Heun Voar = Vo +E{T vy L)

Kita tidak bisa menghitung y' ., pada metode Heun jika yn.,

belum diketahui, untuk mengatasi masalah ini, maka
perhitungan y,.; didekati dengan Metode Euler.

Contoh :
Selesaikan PD berikut dengan metode Heun

Penyelesaian:
J
ylxg+h) = ylxg )+ ;![j"{x[,] +v' (xg + )]

0.1
y(0.1) = v(0) + 7[;.“{0] + y'(0,1]]

Metode Euler = Metode Euler :

y(0.1) = y(0) + 0,1y "(0) v(0.2) = y(0.1) + 0.1y"(0.1)
yl0.1)=1+01 v(0.2) = 11+ 01(12)

y(0.1) =11 y(0.2)=114012=122
vyl =01+11=12 y'(0.2) =02 +1.,22 = 1,42
y(0.1) = 1,00 + 0,05 [1 + 1.2] v(0.2) = 1.11 + 0,05 [1L.2 + 1,42]

=111 + 0,05 [2,62]
=100 + 0,05 [2.2]

=111 +0131
=100 + 0,11
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= 11100 = 1241

y(0.2) =y + = [y’ (0.0 +y'(0.2)]

Apabila dikerjakan dengan komputer dan ditabelkan

X v euler v heun v eksak galat

0 1,0000 - 1,0000 -

0,1 | 1,1000 1,1000 1,1103 0,0003

0,2 | 1,2200 1,2310 1,2428 0,0096

0,3 | 1,3620 1,3741 1,3997 0,0186

0,4 | 1,5828 1,5415 1,6386 0,0273

0,5 | 1,7210 1,7357 1,7974 0,0356

0,6 | 1,9431 1,9592 2,0442 0,0434

0,7 | 2,1974 2,2151 2,3275 0,0507

0,8 | 2,4872 2,5067 2,6511 0,0576

0,9 | 2,8159 2,8373 3,0192 0,0641

1 3,1875 3,211 3,4366 0,0702

Penyelesaian dengan menggunakan python:
Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan python,
pandas as pd

xk=0.6

x0=0

y0=1

n=6

h=xk/n

ye=np.zeros (n+l)
yh=np.zeros (n+l)
x=np.zeros (n+l)
eksak=np.zeros (n+l)
ba=np.zeros (n+1l)
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x[0]=x0

yel[0]=y0

yh[0]=y0

eksak[0]=y0

for i in range (1l,n+l):

x[1]=x[1i-1]+h
yvel[i]l=ye[i-1]+h* (x[i-1]+ye[i-1])
yh[i]=yh[i-1]+(h/2.0)* (2.0*ye[i-1]+h* (ye[i-1]))
eksak[i]=2*math.exp(x[i])-x[i]-1

plt.subplot(2,1,1)

plt.plot(x,ye,color="'red', label="Euler')
plt.plot (x,yh,color="'green', label="Heun')
plt.plot (x,eksak,color="blue', label="Eksak')
plt.legend(loc="best"')

plt.title('Penyelesaian numerik untuk h=%s'% (h))
plt.grid()

plt.subplot(2,1,2)

plt.plot (x,np.abs(eksak-yh),color="red'")
plt.title('Galat Metode Heun')
plt.legend(loc="best"')

plt.grid()

plt.suptitle(r"Grafik Penyelesaian S$y'=x+yS$")
plt.subplots adjust (top=0.85,wspace=0.4,hspace=0.4)
plt.show()

d = {'x': x, 'Euler':ye, 'Heun': yh, 'Eksak':eksak,
'Galat Euler':np.abs (eksak-ye), 'Galat
Heun':np.abs (eksak-yh) }

df = pd.DataFrame (data=d)

df

Diperoleh grafik dan hasil tabulasi sebagai berikut:

42 Pemodelan Matematika Epidemiologi



Grafik Penyelesaian v' =x +y

Peryelesaian numerik untuk h=0.1

T
i

0.8

.0 0z D4
Galat Metade Heun

n&

Qe

Vi

_.-"'f/—.’
- e |
oo n B (1 G 0.5 Lo

x Euler Heun Eksak Galat Euler Galat Heun
0 0.0 1.000000 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
1 0.1 1.700000 1.105000 1.110342 0.070342 0.0035342
2 02 1.220000 1.220500 1.242806 0.022806 0.022306
3 0.3 1.362000 1.34BE00 1.258718 0.D37718 0.051718
4 0.4 1528200 1.491610 1.583648  0.055449  0.082038
& 0.5 1.721020 1.652077 1.797443 Q.07e423 0145372
6 06 1943122 1832778 2044238 0101116 0.211480
7 0.7 2497434 2036808 2327505 0130071 0280700
8 0.8 2487178 2067537 2651082 0163904  0.388545
9 08 28158985 252BE90D 3.015206 0203311 0480576
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e. Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta (RK) sangat erat kaitannya dengan ekspansi
deret Taylor namun kita tidak melakukan diferensiasi untuk fungsi
f. Terdapat dua metode RK yang banyak dijumpai, yaitu RK orde-

2 dan RK orde-4.

Jika diketahui suatu persamaan diferensial
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dy B ]
P Flx,v)
ylxgd =y

Metode RK orde-2 (RK-2) diberikan oleh:
1

Ya+1 = ¥ +; {kj. + ks, )

Dengan:

ky = hf (e, m,)

ks = hf(x, + hoy, + 5,0

Metode RK orde-4 (RK-4) diberikan oleh:
h .
¥Yosr = Vo + 5 (k, + 2k, + 2k 4k,

Dengan:

ky = ﬂ:xl:l'yl:l:]

h k,
RE = F(Hn ‘I';:Yn +?J

h k.,
kg = F(xu +;'Yu +?J

ky=flx, + by, +k;)

Contoh :

Selesaikan PD berikut dengan metode RK-4
dy
ax 7ty
yi0) =1

Penyelesaian:
1
y(0.1) = y(0) + E{kl + 2k, + 2k, +k,)
k, = 0,16(0,1) - 0.,1[0 + 1] = 0.1000
ko = 0,1f([0 + 0,05], [1 + 0,05]} — 0,1[0,05 + 1,05] = 0,1100
ky = 0,1f([0 + 0.,05]. [L + 0,055]) — 0,1[0.05 + 1,055] = 0,1105
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ks = 01f([0+ 01].[1 +01105]) - 0.1[0.1 + 1.1105] = 0,12105

1
y(0.1) = y(0) + E(kl + 2k + 2k, +k,)

1
1+ A (0,66203)

Jika ditabelkan:

1+ 011034 =1,11034

1
1+ E{n.mnn + 2(0,1100) + 2(0,1105) + 0,12105)

x ¥ k, k., k, k, Ekzak Error
0 | 1,00000000 | 0,10000000 | 0,11000000 | 0,11050000 | 0,12105000 | 0,10000000 | 0,00000000
0,1 | 1,11034167 | 0,12103417 | 0,13208588 | 0,13263846 | 0,14429801 | 1,11034184 | 0,00000017
0.2 | 1,24280514 | 0,14428051 | 0,15649454 | 0,15710524 | 0,16999104 | 1,24280552 | 0,00000037
0,3 | 1,39971699 | 0,16697170 | 0,18347028 | 0,18414521 | 0,19838622 | 1,39971762 | 0,00000062
0,4 | 1,58364848 | 0,19836485 | 0,21328309 | 0,21402900 | 0,22976775 | 1,58364940 | 0,00000092
0,5 | 1,79744128 | 0,22974413 | 0,24623133 | 0,24705569 | 0,26444970 | 1,79744254 | 0,00000126
0.6 | 2,04423592 | 0,26442359 | 0,28264477 | 0,28355583 | 0,30277918 | 2,04423760 | 0,00000168
0,7 | 2,32750325 | 0,30275033 | 0,32288784 | 0,32389472 | 0,34513980 | 2,32750541 | 0,00000216
0,8 | 2,65107913 | 0,34150791 | 0,36736331 | 0,36847608 | 0,39195552 | 2,65108186 | 0,00000273
0,9 | 3,01920283 | 0,39192028 | 0,41651630 | 0,41774610 | 0,44309489 | 3,01920622 | 0,00000319
1 | 3,43655949 | 0,44365595 | 0,47083875 | 0,47219789 | 0,50087574 | 3,43656366 | 0,00000417

Penyelesaian dengan menggunakan python:
Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan python, gunakan
source code berikut ini:

import
import
import
import

def

numpy as np
math
matplotlib.pyplot as plt
pandas as pd

fungsi (x,vy) :
return x+y
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b=1

n=10
y0=1
h=(b-a) /n

x=np.arange (a,b+h, h)

RK2=np.zeros (n+l)

RK4=np.zeros (n+l)

eksak=2*np.exp (x)-x-1 #np.zeros (N+1)

RK2[0]=yO0

RK4[0]=yO0

for i in range(0,n):
Kl=fungsi (x[1i],RK2[1])
K2=fungsi (x[1]+h,RK2[1]+K1)
RK2[1+1]1=RK2[1]+ (h/2) * (K1+K2)

for i in range(0,n):
kl=fungsi(x[i],RK4[i])
k2=fungsi (x[1]+h/2,RK4[1]+h/2*k1)
k3=fungsi (x[1]+h/2,RK4[1]+h/2*k2)
kd4=fungsi (x[i]+h,RK4[1i]+h*k3)
RK4[i+1]=RK4[1i]+ (h/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4)

plt.subplot(2,1,1)
plt.plot(x,RK2,color="r',label="RK-2")

plt.plot (x,RK4,color="g',label="RK-4")
plt.plot(x,eksak,'--',color="b', label="Eksak")
plt.legend(loc="best"')

plt.title('Penyelesaian numerik untuk h=%s'% (h))
plt.grid()

plt.subplot(2,1,2)

plt.plot (x,np.abs (eksak-RK2),color="m', label="'RK-
2")

plt.plot (x,np.abs(eksak-RK4),color="'c', label="RK-
an)

plt.title('Galat Metode Runge-Kutta')
plt.legend(loc="best"')

plt.grid()

plt.suptitle(r"Grafik Penyelesaian S$y'=x+yS$")
plt.subplots adjust (top=0.85,wspace=0.4,hspace=0.4)
plt.show ()

d = {'"$x$':x, 'SK 1$':Kl, 'SK 2$':K2, 'RK-2':RK2,

'Eksak': eksak, 'Galat RK-2':np.abs(eksak-RK2) }
tabelRK2 = pd.DataFrame (data=d)
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C.

tabelRK2

e = {'$x$':x, 'Sk 1$':kl, 'Sk 2$':k2, 'Sk 3$':k3,
'Sk _4$':k4, 'RK-4':RK4, 'Galat RK-4':np.abs(eksak-
RK4) }
tabelRK4 = pd.DataFrame (data=e)
tabelRK4

Rangkuman

Salah satu cara untuk menentukan solusi dari suatu persamaan
diferensial adalah dengan menggunakan metode numerik. Cara ini
dapat dilakukan untuk mengetahui solusi persaman diferensial untuk
suatu nilai t (time) tertentu. Beberapa cara yang dapat digunakan
untuk menentukan solusi persamaan diferensial menggunakan
metode numerik, antara lain metode Taylor, metode Euler, Metode
Modifikasi Euler (Heun), metode Runge-Kutta orde 2 dan metode
Runge-Kutta orde 4.

D.

1.

Perlatihan

A system of spring has resistance to motion proportional to the
square of the velocity and its motion is described by
E +01 (E] + 0,6x = 0. If the spring is released from a point which
is a unit distance above its equilibrium point x(0} =1, (0} =0 . Use
the taylor series method to write a series expansion for the
displacement as a function of time, including term up to t°.

Dengan Metode Taylor sampai suku x* selesaikan PD.
E=x+y+xy.y(0] =1

Diketahui PD Tingkat Dua y" — (y)* — 3y = 0,y(0) = 1dan %'(0) = 1.
Dengan deret Taylor sampai turunan keempat. Tentukan y(1}.
Diketahui PD % = flx,y)vix,) =y,. Umar menyelesaikan PD
tersebut dengan cara iterasi sebagai berikut
Vien @ =y + [ flxypx)ds. Tentukan y(0,1) cukup sampai 3

iterasi (y(3)) jika & = x + y.y(0) = 1.
Dengan metode Runge-Kutta, tentukan yi{0.2} dari PD

dv
_}=L:V{U] = 2.
dx LR
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BAB IV
MODEL MATEMATIKA KOMPLEKS PENYEBARAN
PENYAKIT LEPTOSPIROSIS

A. Pendahuluan

1. Deskripsi singkat cakupan materi Bab ini.

Bab ini akan membahas tentang pemodelan matematika untuk
fenomena alam yang kompleks terjadinya penyebaran penyakit
leptospirosis yang disertai dengan kehidupan bakteria leptospira di
alam. Penyelesaian dari model kompleks ini disertai dengan simulasi
numerik untuk mendukung hasil perhitungan analitik.

2. Tujuan Pembelajaran

a. Mahasiswa mampu mengkonstruksi model sesuai dengan
fenomena alam yang terjadi

b. Mahasiswa mampu menentukan solusi analitik dari model yang
dihasilkan

c. Mahasiswa mampu melakukan simulasi numerik untuk
mendapatkan hasil yang mendukung hasil perhitungan analitik

B. Materi
A. Leptospirosis

Leptospirosis adalah penyakit zoonosis yang penting di seluruh dunia
yang disebabkan oleh spirochetes patogen berbentuk spiral dari
genus Leptospira. Penyakit ini menyebar secara sporadis tidak hanya
di daerah tropis tetapi juga di daerah sub tropis, termasuk Eropa [27,
28], Afrika [29], Amerika [30, 31], Asia [32, 33, 34] dan Australia [35,
36]. Penyakit ini juga dikenal sebagai salah satu penyakit zoonosis
global terkemuka dengan perkiraan 1,03 juta kasus dan 58.900

kematian setiap tahun [37]
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Pertama kali dikenal sebagai penyakit yang diderita oleh
pekerja dengan beberapa jenis pekerjaan tertentu, leptospirosis
menginfeksi pekerja saluran pembuangan pada tahun 1883. Pada
tahun 1886, dokter Jerman Adolf Weil menemukan empat pasien
dengan manifestasi klinis penyakit ini, yang meliputi gejala penyakit
kuning parah, demam, pembesaran hati, dan gagal ginjal [38].
Selanjutnya pada tahun 1987, Goldsmith memberi nama penyakit
tersebut sebagai penyakit Weil. Penyakit ini juga memiliki nama lain di
beberapa negara seperti Swamp fever, Mud fever, Autumn fever
(Akiyami), Swineherd’s disease, Rice-field fever, Cane-cutter’s fever,
Hemorrhagic Jaundice, Stuttgart disease, Canicola fever, Redwater of
Calves [39, 40]. Selanjutnya pada tahun 1915, Inada berhasil
mengisolasi bakteri Leptospira icterohemorrhagiae sebagai penyebab
penyakit Weil [41]. Hingga saat ini, terdapat 20 genus spesies
Leptospira berdasarkan studi hibridisasi DNA yang terdiri dari tiga
leptospires utama, yaitu, leptospires patogen, menengah, dan saprofit

(non-patogen) [42, 43].

Bakteri patogen menginfeksi manusia dan hewan dengan tikus
dikenal sebagai hewan pembawa penyakit (vector) untuk penyakit ini.
Padahal, jika terinfeksi oleh bakteri, tikus tetap hidup normal. Hampir
semua spesies tikus adalah reservoir yang baik untuk penyebaran
penyakit leptospirosis [44, 45]. Bakteri berkembang biak dan tumbuh
dengan baik di ginjal tikus. Bakteri ini menyebar melalui urin tikus dan
kemudian akan mencemari lingkungan. Manusia dan hewan yang
kontak dengan air, tanah, dan lumpur yang terkontaminasi dengan
mudah terinfeksi oleh penyakit leptospirosis [46]. Dalam kasus
manusia, bakteri ini masuk ke tubuh melalui mukosa seperti mulut,

hidung, dan mata. Bakteri juga masuk ke tubuh manusia melalui kulit
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yang rusak. Orang-orang yang bekerja sebagai petani, peternak,
tukang kebun, dan tukang daging akan lebih rentan terhadap penyakit
ini [47, 48]. Beberapa hewan seperti kucing, anjing, babi, kuda, dan
sapi juga mudah terinfeksi oleh bakteri. Hewan jenis ini disebut hewan

inang dan dapat dibunuh oleh bakteri.

Ada dua fase utama infeksi pada populasi manusia. Fase
pertama, Septicemic, terjadi 3-7 hari dengan beberapa gejala seperti
demam, ruam, muntah, nyeri otot, sakit kepala, menggigil, dan mata
merah [49, 50]. Beberapa gejala terlihat seperti penyakit flu sehingga
orang dengan gejala-gejala ini biasanya berpikir bahwa mereka telah
terinfeksi oleh influenzavirus. Ini juga salah satu alasan mengapa
penyakit ini kadang-kadang tidak terdiagnosis atau salah didiagnosis.
Namun, untuk mengetahui apakah seseorang memiliki infeksi
leptospirosis atau tidak, pasien perlu melakukan tes darah. Fase
kedua, Kekebalan tubuh, terjadi 0-30 hari. Beberapa gejala yang
mungkin muncul pada fase ini adalah penyakit kuning, ruam akut,
perdarahan, gagal ginjal, gagal hati, gagal jantung atau meningitis.
Pada fase ini, beberapa pasien leptospirosis mungkin akan meninggal
[51, 52]. Ada juga interfase, defervescence, 2-3 hari. Pada fase ini,
seseorang dengan leptospirosis akan merasa lebih baik. Sayangnya,
bakteri masih ada di dalam tubuh mereka sehingga setelah fase ini

mereka akan menuju ke fase imun.

B. Pemodelan Matematika

Konstruksi model leptospirosis pada penelitian ini diasumsikan
dengan kondisi populasi tertutu. Berdasarkan karakteristik penyakit,
populasi manusia setiap saat ¢ dibagi menjadi individu manusia yang

rentan 55,(t), individu manusia yang terpapar yang berhubungan
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dengan fase septicemic Eg,(t), individu manusia yang terinfeksi yang
berhubungan dengan fase kekebalan I.,(t), dan individu manusia
yang pulih Ry, (t). Sedangkan, populasi hewan dibagi menjadi
populasi hewan inang dan populasi vektor. Demikian pula dengan
manusia, populasi hewan inang setiap saat ¢ dibagi menjadi individu
hewan inang yang rentan 5;,(t), individu hewan inang yang terinfeksi
I,(t), dan individu hewan inang yang dipulihkan Rg,(t) sementara
populasi hewan vektor setiap saat t dibagi menjadi individu hewan
vektor yang rentan 5;(t) dan individu hewan vektor yang terinfeksi

I.(t). Leptospira hidup bebas setiap saat t adalah L(t).

Ada tiga kemungkinan rute penularan bagi manusia yang
rentan terinfeksi. Mereka memiliki kontak langsung dengan leptospira
yang hidup bebas di lingkungan pada tingkat 5., mereka memiliki
kontak dengan hewan inang yang terinfeksi pada tingkat fz,. atau
mereka memiliki kontak dengan hewan vektor yang terinfeksi pada
tingkat fxu:;. Diasumsikan hanya satu rute penularan untuk hewan
yang rentan yang terinfeksi. Inang dan hewan vektor memiliki kontak
dengan leptospira yang hidup bebas masing-masing pada tingkat &,
dan #,. Ada juga dua kemungkinan populasi manusia yang terpapar
terinfeksi pada tingkat ¥, atau menjadi pulih pada tingkat sz, Jumlah
bakteri di lingkungan hanya berasal dari urin populasi yang terinfeksi

dengan laju xzy. kx5 dan .

C. Asumsi Model
Dalam membangun model sistem dinamik penyebaran penyakit

leptospirosis, berikut ini beberapa asumsi yang digunakan.

1. Setiap populasi merupakan populasi tertutup artinya tidak ada

migrasi dari satu daerah ke daerah lain
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Setiap individu di setiap populasi berbaur secara homogen.
Setiap indvidu yang terinfeksi menumpahkan bakteri leptosipra di
lingkungan sekitarnya.

Tidak ada populasi hewan pembawa penyakit (vector) yang pulih.
Tidak ada penularan langsung antara hewan inang dan hewan
vektor Individu yang dipulihkan dapat terinfeksi kembali Ada
kematian yang disebabkan oleh infeksi pada manusia dan hewan
inang, sedangkan pada populasi hewan vektor tidak ada kematian
yang disebabkan oleh infeksi

D. Diagram Kompartemen

T

K I'}' it B B m.-'u JI-, 4B | B
M
N = Tz L _,.| e |
..... "l' F ll'-.
+ ? !. I t
! i 0#"!' i EsiniT
Bial| | L2 g
P —
I i B,
| e ]
[l —*I i
L.+l {
| Xaradie ol
: T - :
Pl | | Bel |
L, +eb | i *L. +el | |
A ) — i f g :
o i_H ara . o ST P | [ a1 i |
tiu T + sl | o,y | l"'-""R‘ [ ; i
. T + * ;Ik.': !

Berdasarkan asumsi-asumsi yang digunakan dan diagram
kompartemen yang telah disusun, selanjutnya rute transmisi dari
bakteri leptospira dapat dijelaskan ke dalam bentuk-bentuk

persamaan diferensial sebagai berikut.

e Populasi Manusia (Human population)
a5 sy

dt = A NVay — gy + P S + O R

A By
dr AatuSuw — Wan + Pa + OBy
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df}'—."u

= VaruBarw — (Wara + Gy + @ M,

dt
Ry _

dr i+ O By — (i + Bora R

e Populasi Hewan (Host Animal Population

Do _ @ )

dr Mo Nygo — W + Uyo ) Sap + B Rr
df}'—."n

dt = AoSuo— Wao + Guo + ol
dRy,

dt = gl — ';“Hr.* + EHE‘]RHE‘

e Populasi Hewan Pembawa Penyakit (Vektor Animal

Population)
asy,
ar ApNy — (y + pp)Sy
dly 1s I
de v Hyrdy

o Bakteri Leptospira yang hidup di alam (Free-Living Leptospira)

dL
= = Ky (EH:J + Iy, )+ Kyoly, + Kyly — gy L
dengan,
Ay, = (‘GHHIL _I_J'?Hu: Iys _I_.IEHL!EIV)
Hu L+e N, Ny,
BuoL
A = [—D)
fo L+e
L
Ao = ( By )
L+te

Pada saat awal akan dilihat apakah model ini memungkinkan untuk

diselesaikan secara matematika dengan melihat daerah kemungkinan
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persamaan-persamaan diferensial tersebut dapat diselesaikan secara

analitik dan sesuai dengan kondisi sesungguhnya di alam.

dX —_
Frie AX + F
di mana,
A
[—dg 0 0 Bsr., o 0 0 0 0 0 7
Age —d, 0 ] a 0 0 0 0 0
0 Viu —ds 0 0 0 0 0 0 0
0 Oy, @y, —di a 0 0 0 0 0
_|1 0 0 0 Q —d, 0 By 0 0 0
0 0 0 Q Ay, —dg 0 0 0 0
0 0 0 Q o gy, —dg 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —d., 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Ay —ly 0
L 0 Ky K ] o Ken 0 0 ¥y —pi;

dy = [igu +.I‘Hu)

dy = (pgy Yoy + Op)

dy = (bgy + 8y +ay,)

3 = (Mg + 6)

s = (Ago — Hy,)

s = (Hpo + 8po +ay,)

6 = (g, + 6,)

d; = (Ay + i)

X = (Syw Eyy Iy Ruw» Syor Igos Ryos Sy L)

F=(Ay N5, 0,00 A, N0 0 AN, 00)7

= {(SH:H' EH:H'{H:H'EHWSH&’[HG’RH&’SV"{U’LJ =0} € Riu
Dengan memasukkan semua parameter pada matriks 4, variabel-

variabel yang terlibat X, dan daerah domain yang lebih besar dari nol
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maka akan didapatkan nilai F yang merupakan kondisi awal untuk
setiap populasi. Ini berarti bahwa persamaan-persamaan ini dapat

dicari solusi analitiknya.

Titik Kritis

Berdasarkan model matematis yang telah dibangun, selanjutnya
ditentukan solusi dari sistem persamaan diferensial biasa nonlinier.
Penentuan solusi ini dilakukan dengan mengambil ruas kiri untuk
setiap persamaan sama dengan nol sehingga diperoleh dua titik kritis,
yaitu titik kritis bebas penyakit (Disease free equilibrium) dan titik kritis

endemic (Endemic equilibrium) sebagai berikut.

ASyy _ By _ Almy _Rpy _ dSmo_lmy _Rmo _dSy _dly _dl __

dt dt dt dt  dt  dt  dt  dt  dt  dt

Titik Kritis Bebas Penyakit

FO = (ﬂ;{uﬂr}gu 0,00 Ay N2, 0.0 I:'il,-NlE , [:I[]J

Hay Han My
Titik Kritis Endemik

E' = Sy = Sau Bau = B donw = Tiu o Raw = R S = Siron o = T30 Ao

=Ry S =800, =1L =1
Basic Reproduction Number

Penentuan basic reproduction number untuk penyebaran penyakit
leptospirosis  dilakukan dengan menggunakan metode Next
Generation Matrix sebagai berikut. Pada model yang telah diperoleh,

dipilih populasi yang dapat menyebarkan penyakit ini, yaitu:
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dEHu — (JBH:HL +JBHEE IHG +JBHEE IV) 5;{”
dt L+e Ny, N,
- KYHJ + ;'[Hu + U—Hu]EHu

d'{Hu

A+ = FH:JEH:J - (.HH:: +5Hu + aHu)IH:}
dly, (Buol

f;: = (ij_ E)SH::\ - (.HHG + 5Ho + aHo]IHo
dly L
dar (L T e)s" ~#vly
dL

e Koy (Egy + Ty ) + Wy By + wply — p L

Selanjutnya, konstruksi matriks dari populasi-populasi yang dapat
menyebarkan penyakit ini untuk dicari nilai modulus terbesar dari nilai
eigennya atau yang dikenal dengan radius spectral dari Fi"~* yang

akan menjadi Basic Reproduction Number penyebaran penyakit.

— [a'ﬂ.[g”) [avi[sﬂj -
at at

r L s d Lk 7
[JGH.JJ. _|_J‘9;1u_ Ho _|_J‘9au3 v) s,
L+e Ny, Ny,
FHHEHH
= _ B L)
F = Ho s
t [L+e Ho
L
(JBL-’ )Sv
L+c
l:] _

(Verw + Moz + O )En,

(Bgy + Oy + @y My

v:' = [-HH:-* + 5!1’:-* + aHE)'{HE‘

Hyly

LK g0 (B + Tip) — Kpapluo — %Iy + 11, L
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0 0 BrunS Efu BruzS !—I:I:Iu €Brru1 Si]
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Ky TRy Ko Ry Hg
V_l
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1
o 0 © Ao+ Opp + gy, 0
1
0 h] 0 —
Iy
Khu Ky Khs Ky
-{rHu T Hyg, T CrHu}F_f_ {aHu + 8y + Moy }F_r_ {Q:Hu + 8o T FH.:.}F;_ HyHyr

Ry, Ry Ry;3 Ry, Ryg

R, 1] 1] (0] 1]
-1 _

FV "= Rﬂl Ra: Raa R:H REE

Rﬂll R-iﬂ R-H RM R4E

] 0 0 ] 0

R.. = EﬁHII‘S‘HH Ky
U492 (v, t iy, t o)l
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py = EBeSe L

B e
Dengan memasukkan nilai dari setiap nilai parameter akan dapat
ditentukan nilai dari Basic Reproduction Number. Selanjutnya, nilai ini
yang akan menjadi indikator apakah suatu penyakit akan hilang dari

suatu populasi atau akan tetap ada dalam suatu populasi.
Simulasi Numerik

Pada bagian ini dilakukan simulasi numerik menggunakan algoritma
pemrogaman komputer untuk mengetahui penyebaran penyakit
leptospirosis apakah telah sesuai dengan hasil yang diberikan melalui
perhitungan secara analitik. Simulasi numerik ini juga akan
memberikan gambaran dinamika populasi untuk waktu yang akan
datang. Nilai awal yang digunakan untuk setiap populasi diberikan

pada tabel 1 dan nilai parameter diberikan oleh tabel 2.

Tabel 1. Nilai awal variable yang digunakan pada sistem

Variable | Initial value
Sau(E) 27000
Eg(t) 1000
L () 920
Ry (£) 1200
Sxolt) 1000
Lio(t) 10000
Ry (t) 8000

Sp(t) 1000
I (t) 7500
L(t) 10000
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Tabel 2 Nilai parameter yang digunakan dalam sistem

Parameter Value Units Reference/Rational
Ay 10451 Human 247,949,975
day' 651365
Ao 1000 Animal- Assumed
Host day’
Aprg 5000 Animal- Assumed
Vector
day’
Mery 0.000042 day —— (Lifespan of human
about 65 years)
Maro 0.00027 day” —— (Lifespan of animal
host about 10 years)
Hyr 0.0013 day’ mlss (Lifespan of animal
vector about 2 years)
1 0.07 day’ EL (Lifespan of leptospire
bacteria about 14 days)
B 0.01 day’ ﬁ (re-infection could be
happen after 3 months)
Brro 0.01 day” — (re-infection could be
happen after 3 months)
Yau 0.05 day iﬂ (Septicemic phase to
immune phase occurs in 20
days)
Tray 0.005 day’ ﬁ (Exposed to recovered
population occurs in 6
months)
Ba 0.0003 day” —— (it's about 30 individual
human deaths over 100,000
population)
Bio 0.0005 day’ — (it's about 50 individual
animal host deaths over
100,000 population)
gy 0.1 day”’ l—LD (Human recovery in 10
days)
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O 0.3 day” ? (Animal Host recovery in 3
days)
Barus 0.001 day’ Fitted
Bawz 0.009 day-1 Fitted
Brua 0.005 day’ Fitted
Bro 0.0005 day’ Fitted
Br 0.0005 day’ Fitted
Ly 10000 - Estimated
£ 0.001 - Estimated
Ky 0.007 day”’ Estimated
Kio 0.005 day’ Estimated
Ky 0.005 day’ Estimated

Gambar 2 mengilustrasikan profil solusi untuk semua populasi
saat Ry = 1 (litik keseimbangan bebas penyakit). Kondisi ini berarti
tidak ada bakteri yang hidup bebas di lingkungan dalam jangka waktu
lama sehingga tidak ditemukan populasi yang terinfeksi pada populasi
manusia dan hewan. Solusi numerik menunjukkan bahwa hanya

populasi manusia, inang hewan, dan vektor hewan yang rentan yang
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ZHu SHo
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= —_— =
3 3
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- _ 6000
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3y 3
(8 (8
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Gambar 2. Simulasi untuk setiap populasi yang memiliki
kesetimbangan bebas penyakit (Kondisi ketika By < 1)
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Gambar 3 menggambarkan dinamika populasi manusia,
populasi hewan inang, populasi hewan vektor dan leptospira yang
hidup bebas di lingkungan dengan kondisi Ry = 1. Hasil ini
menunjukkan adanya korelasi antara keberadaan bakteri yang hidup
bebas di lingkungan dengan keberadaan penyakit leptospirosis pada
manusia, inang hewan dan vektor hewan. Ketika bakteri ada maka
penyakit akan ada di semua populasi. Hal ini menunjukkan bahwa
perbaikan untuk mengurangi leptospira yang hidup bebas di

lingkungan dapat mengurangi risiko penyebaran penyakit di semua

populasi.
% 40" Human Pepulatlen 6 1 dl e -Hio s, Popdatlan
6
SHu SHao |y
EHu IHo
54 IHu 4 FHo
B RHy B
i) 02
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. ~ Afl malvactor Populallan sbomﬁsplra Bactarda Populallon
1]
52 54
b \ v

0
0 500 1000 0 500 1000
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Gambar 3. Simulasi untuk setiap populasi yang terdapat
kesetimbangan endemik (Kondisi ketika Ry = 1)
Ini karena jalur penularan bergantung pada parameter laju

infeksi () yaitu infeksi tidak hanya terjadi pada populasi manusia
tetapi juga pada hewan inang dan populasi hewan pembawa penyakit
maka beberapa gambar berikut akan menggambarkan solusi numerik
untuk beberapa nilai infeksi laju (85,1 Ly Bruzs Busr Br). Gambar 4
menunjukkan grafik model solusi numerik untuk populasi manusia

terinfeksi, populasi manusia pulih, populasi inang hewan, dan populasi
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vektor hewan dengan parameter [, = 0.1, B, = 0.01, dan
By, = 0.0001. Pada populasi manusia yang terinfeksi, tidak ada
perbedaan yang signifikan antara fy,, = 0.1 dan f,, = 0.01,
sedangkan untuk £y, = 0.0001, penyebaran penyakit cukup lambat
di awal kemudian meningkat menjadi kesetimbangan endemik.
Fenomena ini juga terjadi pada populasi hewan inang dan vektor. Ini
perlahan meningkat di awal untuk [, = 0,0001. Grafik populasi
manusia yang pulih menunjukkan hal yang sama dengan grafik

lainnya pada gambar 4.
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Gambar 4. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang
terinfeksi, pulih dan hewan inang yang terinfeksi serta hewan
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pembawa penyakit yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

Baur (Buy1 = 0L, By = 0.01, By, = 0.001)
Gambar 5 menggambarkan grafik model solusi numerik untuk

populasi manusia terinfeksi, populasi manusia sembuh, populasi
hewan inang, dan populasi hewan pembawa penyakit dengan
parameter fSy,. = 0.9, By, = 0.09, dan fy,, = 0.009. Semua
populasi pada gambar 5 menunjukkan fenomena yang sama bahwa
setiap perbedaan nilai £, tidak memberikan hasil yang signifikan.
Populasi manusia yang terinfeksi, hewan inang, dan hewan pembawa

penyakit meningkat hampir dalam interval waktu yang sama.
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Gambar 5. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi,
pulih dan hewan inang yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit
yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

JBH:AE (JBH:AE = D'g!ﬁﬂu: = D.D?,ﬁﬂ-u: = D-Dﬂgj
Gambar 6 menggambarkan model solusi numerik untuk

populasi manusia yang terinfeksi, populasi manusia yang pulih,
populasi inang hewan, dan populasi vektor hewan dengan parameter
Lz = 05, B,z =005 dan f,; =0.005 Semua populasi
menunjukkan hal yang sama untuk selang waktu pertama dan
semuanya meningkat ke ekuilibrium endemik. Namun pada selang
waktu pertama, ketiga parameter tersebut menunjukkan perbedaan

yang signifikan untuk setiap dinamika populasi.
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Gambar 6. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi,
pulih dan hewan inang yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit
yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

Bz (Bauz = 0.5, B3 = 0.05, . = 0.005)
Gambar 7 menggambarkan solusi numerik dari model populasi

manusia yang terinfeksi, populasi manusia yang pulih, populasi inang
hewan, dan populasi vektor hewan dengan parameter £, = 0.05,
By, = 0.005 dan f;, = 0.0005. Untuk populasi manusia yang
terinfeksi, populasi manusia yang pulih, dan populasi vektor hewan,
parameter ini tidak berpengaruh besar terhadap dinamika, sedangkan
untuk populasi inang hewan yang terinfeksi parameter ini berpengaruh

signifikan terhadap dinamika.
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Gambar 7. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi,
pulih dan hewan inang yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit
yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

Byo (By, = 0.5,5,, = 0.05, 5, = 0.005)
Gambar 8 menunjukkan grafik model solusi numerik untuk

populasi manusia yang terinfeksi, populasi manusia yang pulih,
populasi hewan inang, dan populasi hewan pembawa penyakit
dengan parameter 8, = 0.05, §,, = 0.005, dan B, = 0.0005. Hampir
semua populasi memiliki perilaku dinamis yang sama dengan
beberapa nilai parameter £, namun populasi vektor hewan yang
terinfeksi memiliki hasil yang signifikan dibandingkan dengan populasi

lainnya, khususnya ketika [3;, = 0,0005.
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Gambar 8. Simulasi numerik untuk populasi manusia yang terinfeksi,
pulih dan hewan inang yang terinfeksi serta hewan pembawa penyakit
yang terinfeksi dengan beberapa nilai dari

By (B, = 0.5, 8, = 0.05, 5, = 0.005)

C. Rangkuman

Pemodelan matematika leptospirosis dengan bakteri yang
hidup bebas di lingkungan dilakukan dengan pendekatan pemodelan
yang bersifat umum dan, pada prinsipnya, dapat direproduksi dengan
penyakit menular lainnya dengan bakteri yang hidup bebas di
lingkungan. Hasil pemodelan ini dilakukan dengan menggunakan hasil
dari analisis ekspresi kesetimbangan endemik, jumlah penyakit
reproduksi Ry, dan simulasi numerik dari model untuk animal-host
population, animal-vector population, bakteri leptospira yang dapat
menginfeksi manusia. Dua titik ekuilibrium telah dihasilkan yaitu titik
ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Model ini
juga memberikan analisis stabilitas untuk keseimbangan bebas
penyakit, yaitu stabil jika kondisi stabilitas telah terpenuhi dengan
asumsi semua parameter yang digunakan bernilai positif. Hal ini
sesuai dengan simulasi numerik tentang adanya kesetimbangan
bebas penyakit. Angka reproduksi dasar, Ry, dihitung menggunakan
next generation matrix yang dievaluasi pada titik kesetimbangan
bebas penyakit.

Kondisi setiap pasang bilangan reproduksi dasar menentukan
adanya penyakit pada populasi manusia. Simulasi numerik telah
dilakukan untuk mendukung keberadaan kesetimbangan bebas
penyakit dan kesetimbangan endemik, yang bergantung pada
parameter ambang R,. Hasil numerik juga memberikan simulasi
dinamika populasi yang dipilih, seperti populasi manusia yang
terinfeksi, populasi manusia yang pulih, populasi inang hewan yang
terinfeksi, dan populasi vektor hewan yang terinfeksi.

Pemodelan matematika untuk penyebaran  penyakit
leptospirosis dengan mempertimbangkan bakteri yang bebas hidup di
alam dapat melibatkan beberapa parameter lain seperti misalnya
parameter untuk perubahan cuaca. Penyebaran penyakit ini
meningkat di musim penghujan dimana muncul genangan-genangan
air bekas hujan yang menjadi tempat hidup yang sangat baik untuk
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bakteri leptospira. Selain itu, model juga dapat dikembangkan dengan
memperhatikan faktor pemberian vaksin yang dapat mengurangi
adanya penyebaran penyakit leptospirosis maupun adanya control
optimum seperti kampanye bersih lingkungan untuk waspada
terhadap penyakit leptospirosis di musim penghujan.

D.

1.

Perlatihan

Buatlah analisis dinamik sampai dengan simulasi nemurik untuk
beberapa penyakit yang mempertimbangkan populasi hewan
inang, hewan pembawa serta kehidupan virus di alam

Buatlah analisis dinamik sampai dengan simulasi nemurik untuk
beberapa penyakit yang mempertimbangkan populasi hewan
inang, hewan pembawa serta kehidupan bakteri di alam
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